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vF Velocidad de Fermi
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Resumen

El presente trabajo tiene por objetivo principal estudiar la propagación de
los grados de libertad electrónicos con base en el modelo de Dirac sobre una
hoja de grafeno curvada con la geometría de una superficie de Bour Bn; como
la catenoide o helicoide (B0), la superficie clásica de Enneper (B1), B2, entre
otros. Como consecuencia de la geometría polar de Bn, se encuentra que la
geometría de la superficie hace que los fermiones de Dirac se muevan como
si estuvieran sujetos a un potencial externo acoplado a un término de espín-
órbita. El potencial inducido por la geometría se interpreta como una barrera
de potencial, que es asintóticamente cero. Además, el comportamiento de
los estados asintóticos de Dirac y de los estados de dispersión se estudia
mediante el formalismo de Lippmann-Schwinger. Se encuentra que para las
superficies B0 y B1, el fenómeno de transmisión total se da para valores
de energía suficientemente grandes, mientras que para las superficies Bn,
con n ≥ 2, se muestra que hay un punto de energía EK donde ocurre el
tunelamiento de Klein, mientras que para los valores de energía E >> EK

se encuentra que la conductancia está completamente suprimida. También
obtenemos una estructura estable de una hoja de grafeno con la geometría
de un catenoide a partir de la herramienta computacional que implementa
la teoría del funcional de la densidad a través del programa llamado VASP
dando así los indicios de la existencia de estos materiales hipotéticos.
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Parte I.- Introducción,
Motivaciones y Fundamentos

Resumen

En este primer segmento de la tesis, el objetivo es introducirnos en el trabajo
de investigación. En esta parte no solo se presenta el tema y su contexto,
sino que también se justifica su importancia al exponer las motivaciones
del estudio y establecer los objetivos que guiarán su desarrollo. Además, se
abordan las bases y conceptos esenciales para ampliar la comprensión del
tema y respaldar el enfoque de investigación.
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Antecedentes

El grafeno [ver Fig. 1.1] fue sintetizado en el año 2004 por Andre Geim y
Konstantin Novoselov, investigadores de la Universidad de Manchester.

Figura 1.1 : Imagen de grafeno. Fuente [1].

La síntesis fue realizada de una manera muy sencilla con ayuda de una
cinta adhesiva y grafito. Este trabajo les valió obtener el Premio Nobel de
Física en el año 2010 [2]. Este hallazgo fue un parteaguas en la física del
estado sólido debido a la bidimensionalidad del grafeno y a las propiedades
mecánicas y electrónicas que posee que vuelven al grafeno un material tan
atractivo, único y exótico [ver Fig. 1.2].

12



1.1. ANTECEDENTES 13

Entre las propiedades a destacar podemos mencionar las siguientes; en lo
que respecta a sus propiedades térmicas, el grafeno posee una conducti-
vidad térmica extremadamente alta comparada con la de otros materiales
tridimensionales. La conductividad térmica del grafeno oscila alrededor de
5× 102 W/mK [3]. En cuanto a sus propiedades mecánicas, el grafeno pue-
de ser deformado elásticamente hasta un 23 % de su parámetro de red [4],
siendo capaz de regresar a su posición inicial después de que la deformación
deja de ser aplicada.

Figura 1.2: El grafeno y sus propiedades mecánicas, térmicas y eléctricas
comparadas con otros materiales. Fuente [5].

Incluso es posible concebir al grafeno como materia prima de otros alótropos
del carbono ya que puede plegarse para formar fullerenos [6,7], enrollarse en
nanotubos de carbono [8] y apilarse para formar grafito [ver Fig. 1.3].
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Figura 1.3: El grafeno es la materia prima de otros alótropos del carbono.
Puede plegarse para formar fullerenos (0 D), enrollarse para formar nano-
tubos (1 D) o apilarse y formar grafito (3 D). Fuente [9].

El grafeno cuenta con una brecha energética de tamaño cero, es decir, el
grafeno es un semimetal1. Adicionalmente, la relación de dispersión del gra-
feno es lineal a bajas energías, en otras palabras, la banda de valencia y
la banda de conducción se tocan en un punto formando un cono (Cono de
Dirac) alrededor de ese punto, más aún, el punto en el que las bandas se
tocan, coincide con el nivel de Fermi del grafeno. Esto implica que los elec-
trones en grafeno se comportan como fermiones de Dirac sin masa, que en
lugar de moverse a la velocidad de la luz se mueven a la velocidad de Fermi
(vF ∼ 106 m/s). Este comportamiento fue demostrado experimentalmente
por la observación de oscilaciones de la conductividad debido a un campo
magnético externo (efecto de Shubnikov-de Haas) [10], y también se había
predicho teóricamente cuando se demostró que la teoría del campo de Dirac

1Un semimetal es un material en el cual las bandas de valencia y las bandas de con-
ducción se superponen en una región muy pequeña, de tal manera que el nivel de Fermi
cae en el punto medio de dicho traslape.
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en dimensiones de espacio-tiempo 2+1 emerge del modelo de tigh-binding2

de Wallace en el régimen de baja energía (véanse [11] y [12]).

Es importante mencionar que, en realidad, una hoja de grafeno no muestra
ni una perfecta horizontalidad ni una perfecta simetría hexagonal, es decir,
no es totalmente plano, ya que cuenta con pequeñas corrugaciones. Desde
el punto de vista estructural también podemos deformar la hoja de grafeno
a partir de defectos topológicos, vacantes y/o dislocaciones, impurezas sin
carbono e hibridaciones [ver Fig. 1.4].

Figura 1.4: Una estructura rugosa de grafeno. Fue teóricamente diseñada a
través de una distribución controlada de defectos topológicos. Fuente [13].

En consecuencia las corrugaciones y los defectos modifican las propiedades
electrónicas en comparación al grafeno plano. De ahí que sea crucial tener
un mejor entendimiento sobre la forma en la que éstos defectos modifican
estas propiedades en el grafeno. Por ello, en años recientes, muchos traba-
jos de investigación se han enfocado en responder dicha pregunta usando
la ecuación de Dirac como modelo natural para estudiar las propiedades
electrónicas y uno de las conclusiones principales es la aparición de campos
pseudomagnéticos y pseudoniveles de Landau en el grafeno a causa de dichos
defectos [14–16]. Otras de las consecuencias a partir de este formalismo es

2Es un enfoque para calcular el transporte electrónico en sistemas bidimensionales
usando como aproximación una base de funciones de onda basado en una combinación
lineal de estas.
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que se pudo comprender el efecto Hall cuántico [17], las prediciones de los
fenómenos como el efecto túnel de Klein [18] y zitterbewegung3 [19].

Como se mencionó previamente se concibe al grafeno como materia prima
para formar otras estructuras de carbono, sin embargo, una década antes
de la llegada del innovador grafeno se planteaban estructuras hipotéticas de
grafito con geometrías curvas [ver Fig. 1.5]; aquí asumían que las inserciones
de defectos topológicos como los anillos de 5, 7 y 8 átomos de carbono
eran permisibles (así como hexágonos) en hojas grafíticas postulando una
gran variedad de estructuras finitas e infinitas [20, 21]. En el planteamiento
de estas estructuras es donde se acuñe el término de curvatura gaussiana4

positiva o negativa en la inserción de anillos pentagonales o heptagonales
respectivamente.

Figura 1.5: Posibles estructuras de grafito basadas en superficies mínimas
periódicas curvadas por la introducción de heptágonos. (a) Superficie P; (b)
Superficie D; (c) Superficie G. Fuente [21].

3Por su nombre en alemán.
4ver Capítulo 2.1.1
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Para esta categoría de grafitos con curvaturas no positivas, en la actualidad
se les conocen como Schwarzitas, en memoria del matemático H. A. Schwarz,
quién desarrolló las primeras superficies mínimas periódicas. Los cálculos
energéticos realizados en las Schwarzitas muestran que son más estables que
C60 [22–24] alótropo de carbono sintetizado por primera vez en 1985 por
Harold Kroto, Robert Curl y Richard Smalley, lo que les valió la concesión
del Premio Nobel de Química en 1996.

Figura 1.6 : Fullereno C60 compuesto por 60 átomos de carbono. Fuente [25].

Aunque todavía no existe una síntesis experimental de las Schwarzitas, hoy
en día existe una buena expectativa [25, 26] de que esto será así con el
avance tecnológico [27, 28]. Como observamos, es importante estudiar las
características geométricas de la superficie asociada con la estructura. El
primer concepto clave es la curvatura. Por lo que, las inserciones de los
defectos topológicos tienen un rol importante en la caracterización de los
nanocarbonos. Aquellos cuya curvatura es positiva está el fullereno, con
curvatura cero tenemos a varios referentes; grafeno, grafito y nanotubo, y
con curvatura negativa tenemos a las Schwarzitas.
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1.2. Planteamiento del problema

El primer cuestionamiento que nos realizamos en esta investigación es, si bien
las primeras estructuras de carbono con curvatura negativa cuya estructura
se asocia a superficies mínimas periódicas, ¿Por qué no se ha investigado
una estructura de carbono asociado a una superficie más sencilla5 en com-
paración a las Schwarzitas? Matemáticamente hay un par candidatos que
responden a este cuestionamiento de los cuales destacan la catenoide o heli-
coide que son superficies mínimas clásicas, sin embargo, estás superficies se
pueden parametrizar dentro de una familia de superficies mínimas que se le
conocen como superficies Bour6. A partir de esto, surge de manera natural
las siguientes preguntas, suponiendo la existencia de una hoja de grafeno
curva con la geometría de una superficie de Bour, ¿Serán una estructura
estable? De ser así, ¿Qué fenómenos de transporte electrónico aparecerán?

1.2.1. Hipótesis

Con lo antes mencionado, se sabe que la estabilidad de las estructuras curvas
de carbono viene del hecho de que en los anillos pentagonales o heptagonales
hay muy poca tensión mecánica preservando así la naturaleza del grafeno,
por lo que podemos esperar que nuestras estructuras hipotéticas planteadas
también puedan serlos. Por otra parte, sabemos que los electrones en gra-
feno se comportan como fermiones de Dirac sin masa, de hecho no solo en
grafeno, también se ha observado en nanotubos de carbono. Así la presencia
de conos Dirac no se limita a nanoestructuras 1D o 2D, también se han
observado recientemente en materiales 3D más complejos como las Schwar-
zitas [29]. Se cree que esto es una consecuencia directa del cono de Dirac
presente en grafeno, por lo que también se espera que los portadores de

5Nos referimos a la complejidad a nivel estructural.
6ver Capítulo 2.2.3.
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carga correspondientes a nuestras estructuras se comporten como fermiones
Dirac sin masa, y uno de los fenómenos de transporte electrónico a observar
es la de tunelamiento de Klein.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Estudiar la propagación de los grados de libertad electrónicos con base en
el modelo de Dirac sobre una hoja de grafeno curvada con la geometría de
una superficie de Bour Bn

1.3.2. Objetivo específicos

Obtener una estructura estable de una hoja de grafeno curvada
asociada a esta geometría.

Describir el transporte electrónico.

• Calcular los coeficientes de reflexión y transmisión.

• Calcular la conductancia.

1.4. Justificación

La importancia de llevar a cabo este trabajo de investigación radica en su
contribución al avance del conocimiento en el campo de la materia conden-
sada. En particular, la aplicación de la ecuación de Dirac en el espacio curvo
proporciona un marco natural para estudiar las propiedades electrónicas de
estructuras como la hoja de grafeno, especialmente cuando están sujetas a
ondulaciones y defectos topológicos.
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Las investigaciones actuales han demostrado la viabilidad experimental de
sintetizar estructuras complejas de hojas de grafeno curvadas, como las Sch-
warzitas. Este escenario ofrece un terreno fértil para explorar las propiedades
electrónicas de estas estructuras y comprender mejor su comportamiento.

El aporte fundamental de esta tesis radica en su enfoque teórico, donde
se proponen nuevas estructuras y se profundiza en el análisis de sus pro-
piedades electrónicas. Estos estudios son fundamentales para comprender
las posibilidades y limitaciones de los materiales a nivel microscópico, lo
que eventualmente podría conducir al diseño y desarrollo de materiales con
propiedades específicas y aplicaciones innovadoras en diversas áreas tecno-
lógicas. En resumen, esta investigación no solo amplía nuestra comprensión
teórica de la materia condensada, sino que también sienta las bases para
futuros avances en el desarrollo de materiales y tecnologías emergentes.



Capítulo 2

Fundamentos Teóricos

En este capítulo se abordarán los conceptos y teorías fundamentales que
servirán como base para este trabajo de investigación que nos ayudarán a la
mejor comprensión de capítulos posteriores.

2.1. Nociones básicas de geometría y topología

En esta sección introduciremos de una forma muy resumida conceptos bá-
sicos de geometría y topología, para una introducción detallada de estos
tópicos ver [30].

2.1.1. El concepto de curvatura

El concepto que se mencionará constantemente en esta tesis es la curvatura,
pero ¿Qué es la curvatura? Intuitivamente, la curvatura es la cantidad por
la cual un objeto geométrico dentro de un espacio euclídeo se desvía de ser
plano, o lineal, pero esto se define de diferentes maneras dependiendo del
contexto. En general, existen dos tipos importantes de curvatura: curvatura
extrínseca y curvatura intrínseca. La curvatura extrínseca mide cuánto se

21
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curva un objeto geométrico contenido en un espacio en relación con este.
Una circunferencia en el plano es el ejemplo perfecto, en cada punto se
“curva” hacia el centro, y su curvatura es el recíproco, 1/r, de su radio r.
Circunferencias con radios pequeños se curvan más y entonces tienen mayor
curvatura que circunferencias de mayor radio. De hecho, cuando el radio
tiende a infinito la circunferencia se ve cada vez menos “curva” o “redonda”
en relación con el plano que lo contiene. La curvatura intrínseca, por otro
lado, tiene que ver con las propiedades geométricas del objeto mismo sin
ninguna consideración del espacio en el que está contenido. Imaginemos una
hormiga que vive en una circunferencia y que no puede ver nada fuera de su
mundo unidimensional. Desde su punto de vista la circunferencia es “plana”
en el sentido de que localmente las distancias se miden igual que en la línea
recta (euclídea). La única diferencia es que si la hormiga camina lo bastante,
va a regresar a su punto inicial. Así, desde el punto de vista de la hormiga,
la circunferencia no es redonda.

La distinción entre curvatura intrínseca y extrínseca es más interesante en
el caso de las superficies. Esta distinción fue estudiada por primera vez
en forma detallada por Carl Friedrich Gauss hacia 1820. Como ejemplo,
consideremos la superficie en el espacio tridimensional dada por la gráfica
z = f(x, y) de la función

f(x, y) =
1

2
(Ax2 +Bxy + Cy2), (2.1)

donde A, B y C son reales. Para medir la geometría extrínseca de una
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superficie en el espacio, consideramos la matriz de segundas derivadas de f1

S =



A B
2

B
2 C



 . (2.2)

En el origen (0, 0), que es un punto crítico de la función (es decir, las
derivadas se anulan), la matriz S se denomina operador de forma y mide
la concavidad o convexidad de la función en ese punto y en cada dirección.
Son de un interés especial las cantidades H = 1

2(A + C), la mitad de la
traza, llamada curvatura media; y K = AC − B2

4 , el determinante, llamada
curvatura gaussiana de la superficie en ese punto.

Para dar otro ejemplo instructivo, podemos comprobar que la curvatura
gaussiana de la esfera de radio R

{(x, y, z)|x2 + y2 + z2 = R2}, (2.3)

es K = 1/R2. Por lo tanto, es inversamente proporcional al cuadrado de
su radio. El descubrimiento interesante de Gauss es que la curvatura es
en realidad un invariante intrínseco, en el sentido de que mide la geome-
tría intrínseca y no solamente la geometría del objeto respecto a como está
contenido en el espacio tridimensional. De esta manera una superficie 2D
incrustada en un espacio 3D exhibe dos curvaturas principales κ1 y κ2. El
producto de las dos curvaturas principales se denomina curvatura gaussiana

K = κ1κ2, (2.4)

1Si tenemos una función de una variable, que podemos representar como una curva en
el plano, la primera derivada nos da la pendiente del vector tangente en cada punto. La
segunda derivada da la tasa de cambio de las pendientes. Para una superficie, es decir,
para una función de dos variables, obtenemos una matriz para la segunda derivada porque
debemos calcular las derivadas con respecto a dos direcciones.
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y la curvatura promedio, conocida como curvatura media, se puede expresar
como

H =
1

2
(κ1 + κ2). (2.5)

Según el tipo de curvatura gaussiana K, existen tres tipos de geometrías en
un espacio 3D [31]:
(a) geometría euclidiana, donde K = 0;
(b) geometría esférica o elipsoidal, donde K > 0,
(c) geometría hiperbólica, donde K < 0 [ver Fig. 2.1].

Figura 4.2 : (a) geometría euclidiana K = 0 (plano), (b) geometría esférica
K > 0, (c) un catenoide es un ejemplo de geometría hiperbólica en la que
todos los puntos tienen K < 0. Fuente [25].

Estas tres geometrías exhiben diferentes propiedades. Por ejemplo: en geo-
metría euclidiana la suma de los ángulos interiores de un triángulo es exac-
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tamente 180◦, en geometrías esféricas esta suma es mayor de 180◦ y en
geometrías hiperbólicas la suma de los ángulos interiores de un triángulo
es menor de 180◦. Por tanto, el plano es una superficie euclidiana, la esfera
pertenece a la geometría esférica y una superficie catenoidal corresponde a
la geometría hiperbólica.

2.1.2. Variedades de Riemann

El siguiente paso importante después de Gauss lo dio Riemann [32], quien
introdujo dos nociones fundamentales de la geometría, la noción de variedad
(de dimensión n) y la de métrica riemanniana (que expresó en términos de
lo que él llamó elemento de línea), un objeto matemático que nos permite
medir longitudes de curvas. La idea de variedad generaliza de forma natu-
ral la noción de superficie. Notemos que cualquier superficie (por ejemplo
la esfera) tiene la propiedad de que localmente parece como una región del
plano R2. Es decir, un entorno pequeño de cada punto se ve como R2, pero
no así la superficie total. Más precisamente, si hacemos zoom en cualquier
punto, entonces lo que vemos es esencialmente indistinguible de un entorno
de R2. Una variedad n-dimensional es el concepto que resulta de la generali-
zación obvia de esta idea: una n-variedad Mn es un objeto que localmente se
asemeja a Rn, el espacio euclídeo n-dimensional. La naturaleza “localmente
euclídea” de las variedades nos permite generalizar algunas de las nociones
naturales del espacio euclídeo, como las coordenadas: si restringimos nues-
tra atención a pedazos suficientemente pequeños de M, nuestra posición está
determinada por los valores de n coordenadas locales x1, x2, · · · , xn. Con un
poco de trabajo podemos generalizar el cálculo diferencial e integral a las
variedades. De hecho, las derivadas son una herramienta clave para com-
prender la curvatura de las variedades. La métrica riemanniana se define



26 CAPÍTULO 2. FUNDAMENTOS TEÓRICOS

como

ds2 = gµνdx
µdxν . (2.6)

En general una métrica es una manera de medir la distancia entre dos puntos
cualesquiera de un espacio dado. Así, una métrica riemanniana le da a una
variedad una geometría, pero también recíprocamente, cualquier geometría
expresada en una variedad corresponde a una métrica, aunque en una va-
riedad puede haber más de una elección de métrica riemanniana. Una vez
que una variedad ha sido equipada con una métrica, podemos investigar
cualquier aspecto geométrico. A partir de esto comenzamos definiendo los
símbolos de Christoffel que son objetos parecidos a tensores, estos se definen
como

Γσ
µν =

1

2
gσγ (∂νgγµ + ∂µgγν − ∂γgµν) , 2 (2.7)

y con ello podemos calcular el tensor de curvatura de Riemann

Rµ
ανβ = ∂νΓ

µ
αβ − ∂βΓ

µ
αν + Γσ

αβΓ
µ
σν − Γσ

ανΓ
µ
σβ . (2.8)

La contracción del tensor Riemann da el tensor de Ricci Rab = Rc
acb, y el

escalae de curvatura intrínseco es dado por la contracción con la métrica

R = gabRab. (2.9)

2.2. Superficies mínimas

Desde el siglo pasado, el nombre superficies mínimas se ha aplicado a las
superficies que satisfacen la condición

H = 0, (2.10)
2También se les conoce como conexiones afines [33].
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es decir, la curvatura media se desvanece. Esto será necesariamente satisfe-
cho por las superficies que minimizan el área dentro de una configuración
de límites dada. Esto fue demostrado implícitamente por Lagrange para su-
perficies no paramétricas en 1760, y luego por Meusnier en 1776, que utilizó
la expresión analítica para la curvatura media y determinó dos superficies
mínimas, el catenoide y el helicoide [ver Fig. 2.2].

A continuación presentamos la representación de Weierstrass-Enneper (WE)
para una superficie mínima [34]. Se trata de una representación matemática
que se utilizará para modelar la geometría de las estructuras de carbono
propuesta en en este trabajo de investigación.

La representación matemática de una superficie mínima puede ser descrita
en términos del mapeo X : Ω ⊂ C → R3 definido en un dominio simplemente
conexo Ω a través de las funciones

X(ω) = X0 +R

∫ ω

ω0

Φ(ω)dω, (2.11)

definido por cada ω ∈ Ω, donde dω representa una medida apropiada de Ω

y R representa la parte real. La función Φ(ω) se puede escribir en términos
de una función holomórfica F(ω) como

Φ(ω) =
((
1− ω2

)
F(ω), i

(
1 + ω2

)
F(ω), 2ωF(ω)

)
. (2.12)

A partir de la notación, las coordenadas locales u, v se pueden extraer de la
parte real e imaginaria de ω = u+ iv, respectivamente. Una de las ventajas
de esta representación es que se puede escribir el campo vectorial normal en
la superficie mínima como [34]

N(ω) =
1

1 + |ω|2
(
2Rω, 2Iω, |ω|2 − 1

)
, (2.13)

donde I representa la parte imaginaria. Además, el cuadrado del elemento de
línea ds2 = gabdξadξb, donde los componentes del tensor métrico se definen
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(a) (b)

Figura 2.1 : a) El catenoide, una superficie mínima de rotación. b) Una parte
del helicoide, una superficie mínima regulada. Fuente [34].

a través de gab = ∂aX · ∂bX, con índices a, b = u, v puede ser escrito como

ds2 = Λ2(ω)|dω|2, (2.14)

donde |dω|2 = du2 + dv2. El factor conforme Λ2(ω) está dado por Λ2(ω) =

|F(ω)|2
(
1 + |ω|2

)2. Por lo tanto, la representación de WE da coordenadas
isotérmicas locales 3 que siempre existen en una variedad bidimensional.
Además, se define el conjunto de puntos regulares de una superficie mínima
por Ω′ = {ω ∈ Ω : F(ω) (= 0}. Ahora, la curvatura gaussiana viene dada por

K(ω) = − 4

|F(ω)|2 (1 + |ω|2)4
donde ω ∈ Ω′. (2.15)

A continuación discutiremos brevemente algunas de las superficies mínimas
que trataremos a largo de esta tesis.

2.2.1. Catenoide y Helicoide

La Fig. 2.3 muestra una parte del catenoide. Esta superficie mínima debe su
nombre al hecho de que se puede obtener girando una determinada catenaria

3En geometría diferencial, las coordenadas isotérmicas en una variedad riemanniana
son coordenadas locales donde la métrica es conforme a la métrica euclidiana.
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alrededor de algún eje. Si elegimos el eje z como eje de rotación, todas las
catenoides se generan al rotar las catenarias

Figura 2.2 : a) Una visión global de la catenoide. b) Estas vistas de la
catenoide correspondiente a la parte |u| ≤ 2π, 0 ≤ v ≤ π. Fuente [34].

x = α cosh

(
z − z0
α

)
con z ∈ R, (2.16)

donde z0 y α son constantes arbitrarias, α (= 0. Es uno de los resultados clá-
sicos del cálculo de variaciones que toda superficie mínima rotacionalmente
simétrica no plana es congruente con una parte de una catenoide. Claramen-
te, cada catenoide es una superficie mínima doblemente conexa que puede
ser parametrizada por

x(u, v) = α coshu cos v,

y(u, v) = −α coshu sin v, (2.17)

z(u, v) = αu,

con −∞ < u < ∞, 0 ≤ v < 2π, si escogemos z0 = 0.
Observemos que (2.17) está definido para todo ω = u+ iv ∈ C. Por lo tanto
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el mapeo X : C → R3, X(ω) := (x(ω), y(ω), z(ω)), representa la superficie
del catenoide generada por el meridiano (2.16). El mapeo X : C → R3 es
armónico y conforme. De hecho, por medio de las fórmulas

cosh(u+ iv) = coshu cos v + i sinhu sin v, (2.18)

sinh(u+ iv) = sinhu cos v + i coshu sin v,

podemos concluir que

X(ω) = R[f(ω)], (2.19)

donde f : C → C3 denota una curva isotrópica dado por

f(ω) = (α coshω, iα sinhω,αω) . (2.20)

La función de Weierstrass F(ω) correspondiente al catenoide es

F(ω) = − α

2ω2
, ω ∈ C/{0}. (2.21)

A partir de la ecuación (2.11), o precisamente por

x = α+R

∫ ω

1
(1− ω2)F(ω)dω,

y = R

∫ ω

1
i
(
1 + ω2

)
F(ω)dω, (2.22)

z = R

∫ ω

1
2ωF(ω)dω,

sustituyendo (2.21) en la ecuación anterior obtenemos

x = R

[
α

2

(
1

ω
+ ω

)]
,

y = R

[
iα

2

(
1

ω
− ω

)]
, (2.23)

z = −R
[
α logω

]
.
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Renombrando a la variable ω → e−ω y recordando que ω = u+iv, se obtiene
la parametrización del catenoide

X(u, v) = (α coshu cos v,−α coshu sin v,αu) , (2.24)

observemos que el resultado anterior coincide con la ecuación (2.17).
De (2.20), leemos que la superficie adjunta

X∗(ω) := I[f(ω)], (2.25)

del catenoide (2.17) está dado por

x∗(u, v) = α sinhu sin v,

y∗(u, v) = α sinhu cos v, (2.26)

z∗(u, v) = αv,

o representado como

X∗ = αY(v) + sinhuZ(v), (2.27)

donde

Y(v) = (0, 0, v), Z(v) = (sin v, cos v, 0).

Así, para cada v ∈ R, la curva X∗(·, v) es una línea recta que se encuentra
con el eje z perpendicularmente. Si fijamos u (= 0, entonces X∗(u, ·) describe
una hélice con paso 2π|α|. Esta hélice es zurda para α > 0 y derecha para
α < 0. Vemos que X∗ se genera por un movimiento en forma de tornillo de
alguna línea recta que se encuentra con el eje z perpendicularmente, por lo
tanto X∗ es llamado helicoide o superficie tornillo [ver Fig. 2.2-b].

2.2.2. Superficie de Enneper

La superficie mínima X(ω), ω ∈ C, dado por la representación de Weierstrass
(2.11), (2.12) con

F(ω) = 1, (2.28)
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es la superficie de Enneper

X(ω) = R

(∫ ω

0
(1− ω2)F(ω)dω,

∫ ω

0
i
(
1 + ω2

)
F(ω)dω,

∫ ω

0
2ωF(ω)dω

)
,

(2.29)

esto es,

X(ω) = R

(
ω − ω3

3
, iω +

iω3

3
,ω2

)
. (2.30)

Así los componentes de la superficie de Enneper están dados por

x = u− 1

3
u3 + uv2,

y = −v − u2v +
1

3
v3, (2.31)

z = u2 − v2.

(a) (b)

Figura 2.3 : Estas vistas del subconjunto de la superficie de Enneper corres-
pondiente a |u| ≤ 2, |v| ≤ 2 revelan el comportamiento de la superficie cerca
del origen. Los planos y ejes de simetría de la superficie se pueden ver en las
dos proyecciones sobre los planos de coordenadas. Fuente [34].
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2.2.3. Superficies de Bour

Las superficies de Bour están definidos mediante

F(ω) = cωn−2 con ω ∈ C/{0}, (2.32)

donde n ∈ R y c ∈ C, c (= 0. Denotaremos estas superficies, como superficies
B, o Bn si se desea enfatizar el valor de n; esta notación es sugerida por
el hecho de que las superficies fueron determinadas por primera vez por E.
Bour [35]. Si n (= 0 nosotros podemos sin restricción elegir c = 1 en F(ω). Se
puede demostrar que n y −n dan la misma superficie, por lo que podemos
suponer n ≥ 0. Las superficies especiales de particular interés son n = 0,
c = 1, el catenoide; n = 0, c = i, el helicoide derecho; n = 2, superficie de
Enneper. Esta clase de superficies mínimas contiene claramente los ejemplos
considerados anteriormente. Excluyendo los casos anteriores, las ecuaciones
de Bn son

x =
1

2

(
un−1

n− 1
− un+1

n+ 1

)
+

1

2

(
vn−1

n− 1
− vn+1

n+ 1

)
,

y =
i

2

(
un−1

n− 1
+

un+1

n+ 1

)
− i

2

(
vn−1

n− 1
+

vn+1

n+ 1

)
, (2.33)

z =
un + vn

n
.

Se usa con frecuencia las variables reales, r y θ, donde u = reiθ y v = re−iθ.
Con éstas variables las ecuaciones son

x =
rm−1

m− 1
cos[(m− 1)θ]− rm+1

m+ 1
cos[(m+ 1)θ],

y = − rm−1

m− 1
sin[(m− 1)θ]− rm+1

m+ 1
sin[(m+ 1)θ], (2.34)

z =
2rm

m
cos(mθ).
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2.3. Teoría de Dirac en espacio curvo

En esta sección se sigue el tratamiento de [36] para introducir el modelo
más simple para describir los grados de libertad electrónicos en materiales
curvos de carbono con curvatura gaussiana negativa; para ello, iniciamos
con la ecuación de Dirac

iγα∇αΨ = 0, (2.35)

definido sobre un espacio-tiempo 2 + 1 curvo M, donde γα(x) = γAeαA(x).
Los γA son las matrices de Dirac que satisfacen el algebra de Clifford

{γA, γB} = 2ηAB
2×2, (2.36)

donde ηAB es la métrica de Minkowski. {eαA(x)} es el conjunto de vierbeins
que nos relaciona un conjunto de coordenadas localmente inerciales en un
punto X ∈ M. Los índices latinos en mayúsculas indican las coordenadas
del espacio plano de Minkowski mientras que los índices griegos indican las
coordenadas locales en el espacio curvo.

En la ecuación de Dirac ∇α = ∂α + Ωα es la derivada covariante para
la representación espinorial del grupo de Lorentz SO(2, 1), donde Ωα =

1
8ωα

AB
[
γA, γB

]
es la conexión de espín y ωα

AB son los elementos de una
1−forma que satisface las ecuaciones de Maurer-Cartan [30]. Tanto Ωα y
eαA(x) tienen información del contenido geométrico de la ecuación de Di-
rac. El tensor métrico en un espacio-tiempo general puede ser escrito en
términos de los vierbeins, esto es, gαβ = eαA(x)eβB(x)ηAB. Por simplicidad,
se considera un espacio-tiempo estacionario 4 con la parte espacial curvada
solamente ds2 = −vF 2dt2+gijdxidxj con i, j = 1, 2; donde vF es la velocidad
de Fermi.

4En un espacio-tiempo estacionario, las componentes del tensor métrico, gµν , pueden
ser elegidos de tal manera que todos sean independientes de la coordenada temporal.
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A partir de esta métrica no es difícil mostrar que los vierbeins son e00 = 1,
ei0 = e0a = 0 y eia (= 0, tal que gij = eaiebjδab. Además que ωj

0
b = ω0

a
b =

ωj
a
0 = 0 y ωj

a
b (= 0, con indices espaciales a, b, i, j y k. Por lo tanto, la

derivada covariante se reduce a

∇0 = ∂0,

∇j = ∂j +
1

8
ωj

ab
[
γa, γb

]
. (2.37)

Ahora, separemos los índices temporales de los espaciales en la ecuación de
Dirac (2.35), esto lleva a un tipo de ecuación de Schrödinger

i!∂0Ψ = HKΨ, (2.38)

donde HK = −i!vFγ0γj(x)∇j . Podemos hacer notar que la forma tensorial
y dependiente del espacio de la velocidad de Fermi veff,ja (x) = vF eja(x)

es obtenida también utilizando γj(x) = γaeja(x). Teniendo esto en cuenta
podemos escribir el Hamiltoniano para la hoja curva de grafeno como una
teoría cuántica de campos

Ĥ =

∫
d2x

√
gΨ†



HK 0

0 HK′



Ψ, (2.39)

donde HK′ = (HK)T y el superíndice T indica la matriz transpuesta. Las
letras K y K ′ se refieren a los dos puntos independientes de Dirac. Una
representación particular de las matrices de Dirac es γ0 = −iσ3, γaγ0 = σa,
donde σ3 y σa, con a = 1, 2, son las matrices de Pauli estándar. En es ta
representación, para grafeno plano HK = −i!vFσ · ∂, es decir, el límite de
baja energía del modelo de tight-binding de Wallace [37].
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2.4. Teoría del Funcional de la Densidad

La teoría del funcional de la densidad (DFT) es un método de modelado
mecánico cuántico utilizado en física y química para investigar la estructu-
ra electrónica de los sistemas de muchos cuerpos, en particular los átomos,
las moléculas y las fases condensadas. Una solución analítica de la ecuación
de muchos electrones de Schrödinger no está disponible, y una solución nu-
mérica, aunque perfectamente posible en teoría, es efectivamente imposible
en la práctica para más de un puñado de electrones debido a la velocidad
finita y la memoria de las computadoras. En esta sección introduciremos
cualitativamente a DFT como un medio de eludir la solución de la ecuación
de Schrödinger de muchos electrones, ya que las propiedades de un sistema
de muchos electrones se pueden determinar mediante el uso de funciones
de la densidad electrónica. Para una introducción detallada a la teoría del
funcional de la densidad ver las referencias [38–43].

2.4.1. Ecuación de Schrödinger

El objetivo final de la mayoría de los enfoques químicos cuánticos y física
del estado sólido es la solución aproximada de la ecuación de Schrödinger
no relativista independiente del tiempo

ĤΨi (x1, · · · ,xN ,R1, · · · ,RM ) = EiΨi (x1, · · · ,xN ,R1, · · · ,RM ) , (2.40)

aquí Ĥ es un operador diferencial que representa la energía total. Ĥ es el
hamiltoniano para un sistema que consiste en M núcleos y N electrones en
ausencia de campos magnéticos o eléctricos.

Ĥ = Ĥelec + Ĥnuc. (2.41)
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La ecuación (2.41) nos describe el desacoplamiento del movimiento electró-
nico con el movimiento nuclear, donde Ĥelec y Ĥnuc se definen [43]

Ĥelec = −1

2

N∑

i=1

∇2
i −

N∑

i=1

M∑

A=1

ZA

riA
+

N∑

i=1

N∑

j>i

1

rij
, (2.42)

Ĥnuc = −1

2

M∑

A=1

1

MA
∇2

A +
M∑

A=1

M∑

B>A

ZAZB

RAB
. (2.43)

En la ecuación (2.42) el primer término representa la energía cinética de los
electrones, el segundo término representa la interacción atractiva electrón-
núcleo, y el tercer término representa la interacción repulsiva electrón-electrón.
En la ecuación (2.43) el primer término representa la energía cinética de
los núcleos, y el segundo término representa la interacción repulsiva núcleo-
núcleo.

2.4.2. Aproximación Born-Oppenheimer

Debido a sus masas, los núcleos se mueven mucho más lentamente que los
electrones, por lo que podemos considerar a los núcleos fijos y los electrones
en constante movimiento, en consecuencia, la energía cinética nuclear es
cero y su energía potencial es simplemente una constante. Por lo tanto, la
ecuación (2.42) se reduce a

Ĥelec = −1

2

N∑

i=1

∇2
i −

N∑

i=1

M∑

A=1

ZA

riA
+

N∑

i=1

N∑

j>i

1

rij
= T̂ + V̂Ne + V̂ee. (2.44)

La solución de la ecuación de Schrödinger con Helec es la función de onda
electrónica Ψelec y la energía electrónica Eelec

ĤelecΨelec = EelecΨelec. (2.45)

La energía total Etot se define

Etot = Eelec + Enuc, (2.46)
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donde Enuc es el término de repulsión nuclear constante

Enuc =
M∑

A=1

M∑

B>A

ZAZB

RAB
. (2.47)

2.4.3. Principio variacional

Cuando un sistema está en el estado Ψ, el valor esperado de la energía viene
dado por

E[Ψ] =
〈Ψ| Ĥ |Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉 , (2.48)

donde 〈Ψ| Ĥ |Ψ〉 =
∫

Ψ∗ĤΨdx.

El principio variacional establece que la energía calculada a partir de una
función de prueba Ψ es el límite superior a la verdadera energía de estado
fundamental E0. La minimización completa del funcional E[Ψ] con respecto
a todas las funciones de onda de los N-electrones permitidas dará el verda-
dero estado de base Ψ0 y la energía E[Ψ0] = E0; esto es

E0 = mı́n
Ψ→N

E[Ψ] = mı́n
Ψ→N

〈Ψ| T̂ + V̂Ne + V̂ee |Ψ〉 , (2.49)

donde Ψ → N indica que Ψ es una función de onda de N-electrones permi-
tida. Si bien tal búsqueda sobre todas las funciones elegibles obviamente no
es posible, podemos aplicar el principio variacional también a subconjuntos
de todas las funciones posibles. Uno suele elegir estos subconjuntos tales
que la minimización en la ecuación (2.49) se puede hacer en algún esquema
algebraico. El resultado será la mejor aproximación a la función de onda
exacta que se puede obtener de este subconjunto particular. Es importante
darse cuenta de que al restringir la búsqueda a un subconjunto, la función
de onda exacta en sí no puede ser identificada (a menos que la función de
onda exacta se incluya en el subconjunto, lo cual es bastante improbable).
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Un ejemplo típico es la aproximación de Hartree-Fock que se expone a conti-
nuación, donde el subconjunto consiste en todos los productos antisimétricos
(determinantes de Slater) compuestos de orbitales de N spin.

2.4.4. La aproximación de Hartree-Fock

Supongamos que Ψ0 (la función de onda de estado fundamental) se aproxima
como un producto antisimétrico de los N orbitales de espín ortonormales
ψi(x), cada uno un producto de un orbital espacial φk(r) y una función de
espín σ(s) = α(s), el determinante de Slater

Ψ0 ≈ ΨHF =
1

N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ1(x1) ψ2(x1) · · · ψN (x1)

ψ1(x2) ψ2(x2) · · · ψN (x2)
...

...
...

ψ1(xN ) ψ2(xN ) · · · ψN (xN )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (2.50)

La aproximación de Hartree-Fock es el método por el cual se encuentran los
orbitales ortogonales ψi que minimizan la energía para esta forma determi-
nante de Ψ0

EHF = mı́n
ΨHF→N

E[ΨHF ]. (2.51)

El valor esperado del operador hamiltoniano con ΨHF en dado por

EHF = 〈ΨHF Ĥ |ΨHF 〉| =
N∑

i=1

Hi +
1

2

N∑

i,j=1

(Jij −Kij) , (2.52)

Hi ≡
∫
ψ∗
i (x)

[
−1

2
∇2 − Vext(x)

]
ψi(x)dx, (2.53)

define la contribución debida a la energía cinética y la atracción electrón-
núcleo y

Jij =

∫ ∫
ψi(x1)ψ

∗
j (x1)

1

r12
ψ∗
i (x2)ψj(x2)dx1dx2, (2.54)
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Kij =

∫ ∫
ψ∗
i (x1)ψj(x1)

1

r12
ψi(x2)ψ

∗
j (x2)dx1dx2, (2.55)

las integrales son todas reales. las Jij se llaman integrales Coulomb, los Kij

se llaman integrales de intercambio. La libertad variacional en la expre-
sión de la energía (ecuación (2.52)) está en la elección de los orbitales. La
minimización de la energía funcional con las condiciones de normalización∫
ψi(x)ψj(x)dx = δij conduce a las ecuaciones diferenciales de Hartree-Fock

f̂ψi = εiψi, i = 1, 2, 3, · · · , N. (2.56)

Estas N ecuaciones tienen la apariencia de ecuaciones de valor propio, donde
los multiplicadores de Lagrange εi son los valores propios del operador f̂ . El
operador de Fock f̂ es un operador de un electrón efectivo definido como

f̂ = −1

2
∇2

i −
M∑

A

ZA

riA
+ VHF (i). (2.57)

Los dos primeros términos son la energía cinética y la energía potencial
debida a la atracción electrón-núcleo. VHF (i) es el potencial de Hartree-
Fock. Dicho potencial físicamente representa el campo promedio repulsivo
en el cual está sumergido el i-ésimo electrón, dicho campo es originado por
el resto de los electrones.

VHF (x1) =
N∑

j

(
Ĵj(x1)− K̂j(x1)

)
, (2.58)

Ĵj(x1) =

∫
|ψj(x2)|2

1

r12
dx2. (2.59)

El operador de Coulomb Ĵ representa el potencial que un electrón en la
posición x1 experimenta debido a la distribución de carga promedio de otro
electrón en el orbital espín ψj . El segundo término en la ecuación (2.58) es
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la contribución de intercambio de HF. El operador HF no tiene interpreta-
ción clásica, su interpretación es naturaleza cuántica, la cual proviene del
operador spín

K̂j(x1)ψi(x1) =

∫
ψ∗
j (x2)

1

r12
ψi(x2)ψj(x1)dx2. (2.60)

El potencial de HF no es local y depende de los orbitales de espín. Por lo
tanto, las ecuaciones de HF deben resolverse de forma autoconsistente. El
teorema de Koopmans5 [44] proporciona una interpretación física acerca de
las energías de cada orbital electrónico εi que conforman la nube multielec-
trónica de (2.57). En otras palabras, el teorema de Koopmans representa
la energía necesaria para poder arrancar un electrón de la nuble multielec-
trónica.

5Establece que en la teoría de Hartree-Fock de capa cerrada, la primera energía de
ionización de un sistema molecular es igual al negativo de la energía del orbital, del orbital
molecular ocupado más alto (HOMO, del inglés Highest Occupied Molecular Orbital).



Capítulo 3

Grafeno: una revisión a sus
propiedades electrónicas

En este capítulo se revisará el comportamiento electrónico del grafeno, sin
ser dopado ni deformado. La revisión está enfocada a partir del programa
VASP [ver Apéndice A], software que implementa la teoría del funcional de
la densidad [ver Sección 2.4].

3.1. Estructura cristalina

En el grafeno, los átomos de carbono forman un arreglo bidimensional en
forma de red de panal, llamado honeycomb lattice en la literatura inglesa.
Esta estructura cristalina hexagonal puede ser caracterizada por la super-
posición de dos redes de Bravais triangulares [ver Apéndice B] y una base
de dos átomos [45]. Los vectores base pueden ser definidos como

a1 =
a

2

(√
3, 3
)
, a2 =

a

2

(
−
√
3, 3
)
, (3.1)

donde a es la distancia C-C cuyo valor aceptado es a = 1.42 Å [37,46].
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Figura 3.1 : a) Estructura cristalina del grafeno, cuyos vectores base son
denotados por a1 y a2. Los vectores δi conectan cada átomo de la subred
A (círculos blancos) con sus tres primeros vecinos de la subred B (círculos
negros). b) Red recíproca del grafeno de vectores base b1 y b2. El hexágono
gris representa la primera zona de Brillouin. Fuente [47].

Otra forma de describir la red del grafeno es como una red triangular de
tipo A (círculos blancos) interpenetrada por una red triangular de tipo B
(círculos negros) [ver Fig. 3.1 (a)]. Puede observarse que cada átomo de tipo
A está rodeado de tres átomos de tipo B, y viceversa. Los tres vectores que
conectan un átomo de tipo A con sus primeros tres vecinos son [46,48,49]

δ1 =
a

2

(√
3, 1
)
, δ2 =

a

2

(
−
√
3, 1
)
, δ3 = a (0, 1) . (3.2)

Los vectores base b1,b2 de la red recíproca del grafeno [ver Fig. 3.1 (b)]
pueden ser determinados de la condición ai · bj = 2πδij , con δij la delta de
Kronecker; de donde se obtienen

b1 =
2π

3a

(√
3, 1
)
, b2 =

2π

3a

(
−
√
3, 1
)
. (3.3)

Observemos que la red recíproca, la cual tambien es una red hexagonal pero
está rotada 90◦ respecto a la red directa. La primera zona de Brillouin es
construida como la celda de Weigner- Seitz de la red recíproca. De las seis
esquinas de la zona de Brillouin solamente dos no son equivalentes, como



44 CAPÍTULO 3. PROPIEDADES ELECTRÓNICAS DEL GRAFENO

puede ser el par K± =
(
± 4π

3
√
3a
, 0
)

[37]. El resto de las esquinas pueden ser
obtenidas a partir de K+ o K− más un vector de la red recíproca.

3.2. Optimización geométrica con VASP

Para realizar la optimización geométrica de la estructura cristalina del gra-
feno en VASP, se necesita configurar los 4 archivos de entrada; INCAR,
POSCAR, POTCAR y KPOINT.

Figura 3.2 : Parámetros del archivo INCAR para la optimización geométrica
de la estructura cristalina del grafeno.

En el archivo INCAR especificamos que se realizará una optimización elec-
trónica y relajación iónica de la estructura [ver Fig. 3.2]. Para más detalles
acerca de los parámetros utilizados en las etiquetas consulte [50]. Para el
archivo POSCAR colocaremos los datos de la estructura cristalina1, es de-
cir, los vectores red que se dispone en las líneas tercera a la quinta y la

1La estructura cristalina hexagonal del grafeno puede ser caracterizada por la super-
posición de dos redes de Bravais triangulares y una base de dos átomos.
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base atómica que se coloca en las líneas nueve y diez, en conjunto definen
la celda unitaria del sistema [ver Fig. 3.3]. En cuánto al archivo POTCAR
recordemos es una lista de pseudopotenciales para cada átomo que confor-
ma el sistema, en nuestro caso el átomo corresponde al carbono C que es
suministrado por el paquete VASP.

Figura 3.3 : Archivo POSCAR de la estructura cristalina del grafeno.

En el archivo KPOINTS especificaremos los puntos que VASP utilizará para
muestrear la primera zona de Brillouin en el espacio recíproco. Aquí utili-
zaremos una generación automática de k-mesh con el método Γ-centered
asignando el número de subdivisiones N1, N2 y N3 como 36, 36 y 1 respec-
tivamente [ver Fig. 3.4].

Figura 3.4 : Archivo KPOINT de la estructura cristalina del grafeno.

Es importante mencionar que para realizar los cálculos necesitamos contar
con un equipo de supercómputo el cual tenga cargado el programa y todas
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sus librerías, así como la licencia para poder usarla. En este caso se ges-
tionó una cuenta de usuario en LARCAD 2 perteneciente a la Facultad de
Ciencias en Física y Matemáticas de la Universidad Autónoma de Chiapas.
Para poder conectarnos a LARCAD necesitamos ejecutar un protocolo de
conexión remota desde cualquier equipo de cómputo desde una terminal,
que cuente con un sistema operativo UNIX. Es importante que al entrar
creemos un carpeta donde se guarden todos los archivos de salidas después
de finalizar los cálculos en VASP.

Una vez realizado estos puntos y una vez finalizado el cálculo, el archivo de
salida que nos interesa es el CONTCAR que contiene la geometría de red y
posiciones iónicas después de la optimización [ver Fig. 3.5].

Figura 3.5 : Archivo CONTCAR: contiene datos optimizados de la estruc-
tura cristalina del grafeno.

Observemos que el archivo CONTCAR y POSCAR son muy similares, la
diferencia radica en que la base atómica está en coordenadas directas y no
en cartesianas [ver Fig. 3.5 y 3.3]. También es importante recalcar que los
datos entre ambos archivos no difieren mucho entre sí, esto significa que
inicialmente dimos una configuración cercana al equilibrio mecánico.

2Laboratorio Regional de Cómputo de Alto Desempeño.
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Figura 3.6 : Celda unitaria optimizada de la estructura cristalina del grafeno
visualizada en el programa VESTA.

Con ayuda del programa VESTA [51] podemos visualizar la celda unitaria
optimizada de nuestra estructura cristalina del grafeno [ver Fig. 3.6].

3.3. Densidad de estados (DOS)

Para calcular la densidad de estados 3 del sistema, se necesita realizar previa-
mente el cálculo de autoconsistencia (Self-Consistence calculation) también
conocido como el método de Hartree-Fock [ver Sección 2.4.4]. Este método
se utiliza para determinar la energía de un sistema de muchos cuerpos en un
estado estacionario. Para comenzar este cálculo creamos una nueva carpeta
en nuestra cuenta en LARCAD y colocamos nuevamente los 4 archivos de
entrada.

En el archivo INCAR modificamos ligeramente algunos parámetros con res-
pecto al archivo INCAR anterior [ver Fig. 3.2], por ejemplo; pedimos que

3DOS por sus siglas en inglés.
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Figura 3.7 : Archivo INCAR para el cálculo SC.

no haya una actualización para la relajación iónica y que se escriban las
densidades de carga4 [ver Fig. 3.7]. Para el archivo POSCAR, simplemen-
te tomamos nuestro archivo CONTCAR del cálculo anterior [ver Fig. 3.5]
y lo nombramos POSCAR, en lo que respecta a los archivos POTCAR y
KPOINTS son los mismos que se utilizaron en el cálculo previo. Una vez
terminado el cálculo de autoconsistencia, el archivo de nuestro interés es
CHGCAR que contiene la densidad de carga electrónica en la configuración
nuclear estabilizada [ver Fig. 3.8].

En este punto ya es posible calcular la densidad de estados del sistema,
nuevamente creamos una carpeta en nuestro usuario y copiamos exactamente
los archivos: POSCAR, POTCAR, KPOINTS y CHGCAR. En el archivo
INCAR especificamos que se haga lectura de la densidad de carga (archivo
CHGCAR) y también indicamos el número de puntos de densidad de estados
que se quiere evaluar [ver Fig. 3.9].

4Archivos CHGCAR y CHG
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Figura 3.8 : Densidad de carga electrónica del grafeno visualizada en VESTA.

Figura 3.9 : Archivo INCAR para la densidad de estado del grafeno.

Al termino del cálculo analizamos el archivo de salida DOSCAR, este archivo
recordemos contiene información acerca de las energías de amarre de los
electrones a los núcleos, la integral de la DOS y del número de estados por
unidad de energía de la nube electrónica del sistema. A partir de P4VASP5

5Es una poderosa herramienta de visualización 3D de código abierto para el paquete
de software de química computacional y dinámica molecular VASP.



50 CAPÍTULO 3. PROPIEDADES ELECTRÓNICAS DEL GRAFENO

graficaremos la densidad de estados electrónicos del grafeno [ver Fig. 3.10].

Figura 3.10 : Densidad de estados electrónicos del grafeno.

Observemos que a nivel de Fermi obtenemos la relación ρ(E) ∝ |E| tal como
lo reportan K. S. Novoselov et al [37].

3.4. Estructura de bandas

Como punto final en el estudio de las propiedades electrónicas del grafeno
estudiaremos la estructura de bandas. En estas instancias se tiene todos los
ingredientes para cálculo en VASP, en una nueva carpeta en nuestro usuario
colocamos los archivos; INCAR, POSCAR, POTCAR y CHGCAR, estos
corresponden del cálculo anterior (DOS). El archivo que se modificará es el
KPOINTS, aquí colocaremos el k-path adecuado con apoyo de VASPKIT6

6VASPKIT es un programa de línea de comandos que tiene como objetivo proporcionar
una interfaz potente y fácil de usar para realizar análisis de alto rendimiento de una
variedad de propiedades de material a partir de los datos en bruto producidos por el
código VASP.
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[52] para la estructura de bandas del grafeno [ver Fig. 3.11].

Figura 3.11 : Archivo KPOINTS de la estructura de bandas del grafeno.

Al final del cálculo con apoyo de P4VASP obtenemos la estructura de bandas
electrónicas del grafeno [ver Fig. 3.12].

Figura 3.12 : Estructura de bandas del grafeno.

La teoría del funcional de la densidad simplifica los cálculos dejando a un
lado el uso de la función de onda en la determinación del movimiento de
electrones y átomos en una estructura cristalina. En su lugar, calcula las
propiedades electrónicas a partir de la densidad tridimensional de las nubes
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electrónicas del sistema, y a partir del uso de VASP fue posible reproducir
los resultados reportados de las propiedades electrónicas del grafeno [37,53],
de esta manera se cimientan las bases para el estudio de un material de
grafeno curvo que se abordarán en el siguiente capítulo.



Parte II.- Resultados

Resumen

En este segundo segmento de la tesis, el objetivo es presentar los resulta-
dos detallados de la investigación en donde se analizará y se discutirá su
relevancia en relación con los objetivos planteados al inicio de esta tesis.
Además, se abordarán las interpretaciones y conclusiones, así como posibles
implicaciones y recomendaciones para futuras investigaciones.
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Capítulo 4

Grafeno Catenoidal

Como sabemos, idealmente una hoja de grafeno es un cristal 2D perfecto en
el que los átomos de carbono se ordenan perfectamente en hexágonos. Pero
en realidad, una lámina de grafeno no muestra ni una perfecta horizontali-
dad ni una perfecta simetría hexagonal. De hecho, inevitablemente contiene
un número considerable de defectos. Desde el punto de vista estructural, los
defectos en una hoja de grafeno se clasifican en cuatro grupos:

(1) Defectos topológicos;
(2) Presencia de enlaces químicos sp3 debido a la hibridación;
(3) Vacante y/o dislocación;
(4) Impureza sin carbono.

La clase de defectos topológicos es un punto importante de este capítu-
lo. Un defecto topológico se produce al introducir anillos no hexagonales
(por ejemplo, pentágonos o heptágonos) en la hoja de grafeno perfecta con
simetría hexagonal. Veremos más adelante que la presencia de defectos to-
pológicos puede proporcionar una alteración significativa en la geometría de
los nanocarbonos. Aquí, el término topología significa la conectividad local
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de los átomos de carbono a través de enlaces covalentes, aunque tiene un
significado más abstracto como jerga matemática [54]. Al ser insertado en
una lámina de grafeno, un defecto topológico rompe localmente el orden
estructural de la red hexagonal, alterando la conectividad de los átomos de
carbono en una región limitada. Veremos que la presencia de defectos to-
pológicos puede causar una alteración significativa en la geometría de las
láminas de nanocarbono originalmente planas.

Se debe hacer hincapié en el hecho de que la alteración inducida por defectos
en la geometría puede permitir una nueva clase de materiales de nanocar-
bono de forma anómala dotados de curvatura superficial y/o torsión. Los
ejemplos incluyen, entre otros, polímeros de fullereno en forma de maní [55],
nanoespiras de carbono en forma de hélice [56] y Schwarzita de carbono
en forma de giroide [21]. Muchas propiedades intrigantes de los tres nano-
carbonos de forma anómala se han revelado en la última década. En este
contexto, el presente capítulo tiene como objetivo obtener un material de
nanocarbono con estructura catenoidal, y en particular determinaremos la
densidad de carga y estados con ayuda de VASP.

4.1. Defectos en Nanocarbonos sp2

Los defectos topológicos juegan un papel crucial en la adaptación de las
estructuras de equilibrio de las láminas de grafeno [21, 25]. Esto se debe a
que la inserción de defectos topológicos en una hoja de grafeno provoca un
cambio en la conectividad local de los átomos de carbono, lo que da como
resultado un cambio global en la geometría de la hoja de la estructura pla-
na a la curva, como se explica a continuación. La Fig. 4.1 proporciona un
diagrama esquemático de la generación de la curvatura de la superficie me-
diante la inserción de defectos topológicos [57,58]. Supongamos que tenemos
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una lámina de grafeno monoatómica con simetría hexagonal perfecta, como
se muestra en el panel central de la Fig. 4.1.

Figura 4.1 : Diagrama de generación de curvatura superficial por inserción
de defecto topológico. Una porción de una hoja de grafeno inicialmente plana
(centro) se dota de una curvatura de superficie positiva (izquierda) o nega-
tiva (derecha) cuando se elimina o agrega una cuña π/3 (área sombreada)
de la hoja original, respectivamente. Fuente [58].

A continuación, quitamos una cuña de π/3 de la hoja original y tiramos de
los dos nuevos bordes para conectarlos entre sí. La estructura resultante se
muestra en el panel izquierdo de la Fig. 4.1. Se debe prestar especial aten-
ción a que la conectividad atómica local se altere solo en los anillos centrales
de carbono, desde el hexágono hasta el pentágono, mientras que otros ani-
llos hexagonales que rodean el anillo central no hexagonal permanecen sin
cambios. Este diagrama muestra que la inserción artificial de un anillo de
pentágono en la lámina hexagonal perfecta produce una transformación de
la capa plana a una capa de grafito curvada positivamente.

Una situación contrastante se ilustra en el panel derecho de la Fig. 4.1. En
esa situación, una cuña de π/3 sombreada en el panel central se reemplaza
a la fuerza por dos cuñas de π/3 ya unidas. Como consecuencia, la lámina
originalmente plana (panel central) se transforma en una lámina de grafito
en forma de silla de montar que tiene un anillo heptagonal en el centro
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(panel derecho). De manera similar al caso anterior, la configuración atómica
local permanece sin cambios a excepción del anillo central no hexagonal.
Hemos sabido que el cambio artificial en la conectividad atómica local en el
centro de una lámina plana de grafeno da como resultado un grafeno curvado
positiva o negativamente. Entonces, ¿qué sucede si el hexágono central se
reemplaza por anillos más grandes (octágono, nonágono o más) o anillos
más pequeños (cuadrado y triángulo)? En principio, se puede construir una
hoja severamente curvada con curvatura superficial positiva o negativa a
través de tal alteración de la conectividad local; sin embargo, la mayoría
de ellos resultaron ser mecánicamente inestables y, por lo tanto, será difícil
sintetizarlos en la realidad [59].

4.2. Estructura catenoidal

A continuación construiremos una nanoestructura catenoidal, es decir, una
estructura con geometría hiperbólica cuya curvatura gaussiana K < 0. Co-
mo base de nuestra estructura consideraremos los primero 16 átomos de un
nanotubo armchair de carbono de pared simple (SWNT) que se generará
mediante el software VMD, este es un programa de visualización molecular
para mostrar, animar y analizar grandes sistemas biomoleculares utilizando
gráficos en 3D y secuencias de comandos integradas [60] [ver Fig. 4.2]. Una
vez realizado esto exportamos las coordenadas a un archivo .xyz y poste-
riormente lo abrimos en el programa Avogradro, este programa es un editor
y visualizador de moléculas avanzado diseñado para uso multiplataforma en
química computacional, modelado molecular, bioinformática, ciencia de ma-
teriales y áreas relacionadas [61]. Con ayuda de este editor se colocó átomo
por átomo a la base inicial dado por VMD, y para inducir la curvatura ne-
gativa se insertaron 8 anillos heptagonales; dos al frente, dos atrás y dos en
ambos costados de la estructura [ver Fig. 4.3]. La nanoestructura catenoidal
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Figura 4.2 : Generador de nanotubo en VMD.

tiene un total de 104 átomos de carbono y el cuello un diámetro de 5.77 Å.
Una vez obtenido la estructura exportamos los datos a VESTA para crear
la celda unitaria de trabajo que servirá para la optimización de la geometría
en VASP como se detalla en la siguiente sección.

4.3. Optimización geométrica con VASP

Para realizar la optimización geométrica de la nanoestructura catenoidal en
VASP, se necesita configurar los 4 archivos de entrada; INCAR, POSCAR,
POTCAR y KPOINT [ver Sección A]. En el archivo INCAR especificamos
que se realizará una optimización electrónica y relajación iónica de la es-
tructura [ver Fig. 4.4]. Para más detalles acerca de los parámetros utilizados
en las etiquetas consulte [50]. Para el archivo POSCAR colocaremos los da-
tos de la estructura, es decir, las dimensiones de la celda unitaria como la
posición atómica de cada carbono [ver Fig. 4.5].
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Figura 4.3 : Nanoestructura catenoidal obtenida con Avogadro.

Figura 4.4 : Parámetros del archivo INCAR para la optimización geométrica
de la nanoestructura catenoidal.

En cuánto al archivo POTCAR recordemos es una lista de pseudopoten-
ciales para cada átomo que conforma el sistema, en nuestro caso el átomo
corresponde al carbono C que es suministrado por el paquete VASP, el ar-
chivo a usar es exactamente el que se usó con los cálculos de optimización
del grafeno.
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Figura 4.5 : En la parte izquierda se muestra la celda unitaria de trabajo y
la parte derecha el archivo POSCAR de la nanoestructura catenoidal.

En el archivo KPOINTS especificaremos los puntos que VASP utilizará para
muestrear la primera zona de Brillouin en el espacio recíproco. Aquí utili-
zaremos una generación automática de k-mesh con el método Γ-centered
asignando el número de subdivisiones N1, N2 y N3 como 1, 1 y 1 respecti-
vamente [ver Fig. 4.6].

Figura 4.6 : Archivo KPOINT de la nanoestructura catenoidal.

Estos archivos de entrada se colocan en una carpeta en nuestra cuenta LAR-
CAD y una vez finalizado el cálculo en VASP, el archivo de salida que nos
interesa es el CONTCAR que contiene la geometría de red y posiciones
iónicas después de la optimización [ver Fig. 4.7].
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Figura 4.7 : En la parte izquierda se muestra la celda unitaria de trabajo
optimizada y la parte derecha el archivo CONTCAR de la nanoestructura
catenoidal.

Observemos que el archivo CONTCAR y POSCAR son muy similares, la
diferencia radica en que las posiciones atómicas están en coordenadas di-
rectas1 y no en cartesianas [ver parte derecha Fig. 4.7 y 4.5]. También es
importante recalcar que las estructuras de ambos archivos no difieren mucho
entre sí, esto significa que inicialmente dimos una configuración cercana al
equilibrio mecánico [ver parte izquierda Fig. 4.7 y 4.5].

4.4. Densidad de estados (DOS)

Para calcular la densidad de estados del sistema, primero realizaremos el
cálculo de autoconsistencia también conocido como el método de Hartree-
Fock [ver Sección 2.4.4]. Este método se utiliza para determinar la energía
de un sistema de muchos cuerpos en un estado estacionario. Para comenzar
este cálculo creamos una nueva carpeta en nuestra cuenta en LARCAD y
colocamos nuevamente los 4 archivos de entrada.

En el archivo INCAR modificamos ligeramente algunos parámetros con res-
pecto al archivo INCAR anterior [ver Fig. 4.4], por ejemplo; pedimos que

1Es un sistema de coordenadas en el que los vectores base utilizados para describir el
espacio son los vectores de red de una estructura cristalina periódica.
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Figura 4.8 : Archivo INCAR para el cálculo SC.

no haya una actualización para la relajación iónica y que se escriban las
densidades de carga2 [ver Fig. 4.8]. Para el archivo POSCAR, simplemen-
te tomamos nuestro archivo CONTCAR del cálculo anterior [ver Fig. 4.7]
y lo nombramos POSCAR, en lo que respecta a los archivos POTCAR y
KPOINTS son los mismos que se utilizaron en el cálculo previo. Una vez
terminado el cálculo de autoconsistencia, el archivo de nuestro interés es
CHGCAR que contiene la densidad de carga electrónica en la configuración
nuclear estabilizada [ver Fig. 4.9].

Figura 4.9 : Densidad de carga electrónica de la nanoestructura catenoidal
visualizada en VESTA.

2Archivos CHGCAR y CHG
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En este punto ya es posible calcular la densidad de estados del sistema,
nuevamente creamos una carpeta en nuestro usuario y copiamos exactamente
los archivos: POSCAR, POTCAR, KPOINTS y CHGCAR. En el archivo
INCAR especificamos que se haga lectura de la densidad de carga (archivo
CHGCAR) y también indicamos el número de puntos de densidad de estados
que se quiere evaluar [ver Fig. 4.10].

Al termino del cálculo analizamos el archivo de salida DOSCAR, este archivo
recordemos contiene información acerca de las energías de amarre de los
electrones a los núcleos, la integral de la DOS y del número de estados por
unidad de energía de la nube electrónica del sistema. A partir de P4VASP3

graficaremos la densidad de estados electrónicos del grafeno [ver Fig. 4.11].

Figura 4.10 : Archivo INCAR para la DOS del grafeno catenoidal.

3Es una poderosa herramienta de visualización 3D de código abierto para el paquete
de software de química computacional y dinámica molecular VASP.
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Figura 4.11 : DOS del grafeno catenoidal.

En este capítulo se ha mostrado que nuestra estructura hipotética de grafeno
curvo con geometría de una superficie catenoidal es una estructura estable.
Además hemos ido más allá dando los primeros cálculos de la densidad
de carga y densidad de estados, sin embargo, esto es apenas el comienzo
de nuevas investigaciones; cabe mencionar que VASP tiene sus limitaciones
para estructuras moleculares como es nuestro caso por ende el primer paso
sería realizar nuevamente la optimización de la estructura con ayuda de
otras herramientas como Quantum Espresso o Gaussian [62,63] y comparar
los resultados, posteriormente a partir de éstas herramientas estudiar sus
propiedades electrónicas, mecánica, termodinámicas, etc.

Con esto se da las bases de una estructura que a primeros principios es
estable y damos pase al siguiente capítulo con otra perspectiva teórica para
estudiar los fenómenos de transporte electrónico de este nuevo material.



Capítulo 5

Estados de Dirac en
materiales curvos de carbono

En este capítulo, presentamos el modelo de Dirac en una geometría de
espacio-tiempo con la estructura global M = R × Σ, donde Σ es una su-
perficie mínima. Posteriormente, Σ se especifica como un miembro concreto
de la familia de superficies mínimas de Bour. Estas superficies se introducen
ya que analizaremos la propagación electrónica sobre materiales asociados
al espacio-tiempo R× Σ.

5.1. Preliminares geométricos

En esta sección se introducen preliminares geométricos adecuados para esta-
blecer el análisis de grados de libertad electrónicos para materiales curvos de
Dirac realizados en este trabajo de investigación. En particular, se introduce
el formalismo para la geometría de un espacio-tiempo 2 + 1, lo que nos per-
mite escribir la ecuación de Dirac sobre un espacio-tiempo curvo asociado
al material curvo de Dirac.

65
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5.1.1. Coordenadas naturales

Consideremos un espacio-tiempo estacionario donde la parte espacial corres-
ponde a la representación de WE de las superficies mínimas con curvatura
gaussiana negativa descrita por la siguiente métrica

ds2 = −v2Fdt
2 + Λ2(ω)|dω|2, (5.1)

donde Λ2(ω) = |F(ω)|2
(
1 + |ω|2

)2 con ω = u + iv. En general se sabe que
ds2 = gµνdxµdxν , de esta manera se concluye que la métrica en su forma
matricial se escribe como

gµν =





−v2F 0 0

0 Λ2(u, v) 0

0 0 Λ2(u, v)



 , (5.2)

por otra parte, el tensor métrico en un espacio-tiempo general puede ser
escrito en términos de los vierbeins, esto es

gµν = ηabeµ
a(x)eν

b(x), (5.3)

aquí ηab es la métrica de Minkowski. De la ecuación (5.2) observamos que
los elementos gtt, guu y gvv son los únicos elementos no cero, por lo tanto a
partir de esto y de la ecuación (5.3) deducimos que

et
0 = vF , eu

1 = Λ(u, v), ev
2 = Λ(u, v), (5.4)

y las demás combinaciones son cero. Un punto importante a mencionar es
que los índices griegos suben y bajan con la métrica espacio-temporal mien-
tras que los índices latinos con la métrica de Minkowski, es decir

eµa = eν
agνµ, eµa = eµ

bηba, (5.5)
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con esto tenemos el registro completo de los vierbeins

et0 = vF et0 = −vF−1 et0 = −vF ,

eu1 = Λ(u, v) eu1 = Λ−1(u, v) eu1 = Λ(u, v),

ev2 = Λ(u, v) ev2 = Λ−1(u, v) ev2 = Λ(u, v).

(5.6)

A continuación calcularemos la conexión afín Γσ
µν

Γσ
µν =

1

2
gσγ (∂νgγµ + ∂µgγν − ∂γgµν) , 1 (5.7)

analizando por casos podemos comprobar que los elementos no cero son

Γu
uu = 1

2g
uu∂uguu Γv

uu = −1
2g

vv∂vguu,

Γu
uv = 1

2g
uu∂vguu Γv

uv = 1
2g

vv∂ugvv,

Γu
vv = −1

2g
uu∂ugvv Γv

vv = 1
2g

vv∂vgvv,

(5.8)

sustituyendo (5.3), (5.6) en (5.8) se obtiene

Γu
uu = Λu(u,v)

Λ(u,v) Γv
uu = −Λv(u,v)

Λ(u,v) ,

Γu
uv = Λv(u,v)

Λ(u,v) Γv
uv = Λu(u,v)

Λ(u,v) ,

Γu
vv = −Λu(u,v)

Λ(u,v) Γv
vv = Λv(u,v)

Λ(u,v) .

2 (5.9)

Una vez calculado la conexión afín, procedemos a calcular los coeficientes
de conexión espín ωα

AB

ωα
AB = eν

AΓν
µαe

µB − eνB∂αeν
A, (5.10)

notemos que el término ωt
AB = 0 para cualquier combinación de AB. Con-

sideremos el caso α = u, así

ωu
AB = eu

AΓu
uue

uB + eu
AΓu

vue
vB + ev

AΓv
uue

uB (5.11)

+ev
AΓv

vue
vB − euB∂ueu

A − evB∂uev
A,

1Se cumple además que Γσ
µν = Γσ

νµ
2Aquí Λu(u, v) = ∂uΛ(u, v), Λv(u, v) = ∂vΛ(u, v)
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de la ecuación (5.11) podemos observar que los términos no cero ocurren
cuando AB → {11, 12, 21, 22}, por lo tanto

ωu
11 = eu

1Γu
uue

u1 − eu1∂ueu
1 ωu

12 = eu
1Γu

vue
v2,

ωu
21 = ev

2Γv
uue

u1 ωu
22 = ev

2Γv
vue

v2 − ev2∂uev
2, (5.12)

sustituyendo (5.6), (5.9) en (5.12), finalmente se obtiene

ωu
11 = 0 ωu

12 =
Λv(u, v)

Λ(u, v)
,

ωu
21 = −Λv(u, v)

Λ(u, v)
ωu

22 = 0, (5.13)

Como último caso nos queda analizar α = v

ωv
AB = eu

AΓu
uve

uB + eu
AΓu

vve
vB + ev

AΓv
uve

uB (5.14)

+ev
AΓv

vve
vB − euB∂veu

A − evB∂vev
A,

de forma similar que el caso anterior, los elementos no cero ocurre cuando
AB → {11, 12, 21, 22}, en consecuencia

ωv
11 = eu1Γu

uveu1 − eu1∂veu1 ωv
12 = eu1Γu

vvev2,

ωv
21 = ev2Γv

uveu1 ωv
22 = ev2Γv

vvev2 − ev2∂vev2,
(5.15)

sustituyendo (5.6), (5.9) en (5.15), por lo tanto

ωv
11 = 0 ωv

12 = −Λu(u,v)
Λ(u,v) ,

ωv
21 = Λu(u,v)

Λ(u,v) ωv
22 = 0.

(5.16)

A continuación calcularemos la conexión espín

Ωα =
1

8
ωα

AB
[
γA, γB

]
.3 (5.17)

Los γA son las matrices de Dirac que satisfacen el álgebra de Clifford [ver
(2.36)], se definen

γ0 = −iσ3, γ1 = σ2, γ2 = −σ1, (5.18)
3Donde [γA, γB ] = γAγB − γBγA es la relación de conmutación canónica
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donde σa con a = 1, 2, 3 son las matrices de Pauli y además γA = ηABγB.
A partir de la observación de ωt

AB = 0 para cualquier combinación de AB,
concluimos que Ωt = 0 y los términos no cero son Ωu y Ωv. Comenzando el
análisis de Ωu, sustituimos (5.13) y (5.18) en la ecuación (5.17)

Ωu =
1

8
ωu

12
[
γ1, γ2

]
+

1

8
ωu

21
[
γ2, γ1

]
,

=
i

2
Λ−1(u, v)Λv(u, v)σ3, (5.19)

de forma análoga calculamos Ωv, se sustituye (5.16) y (5.18) en la ecuación
(5.17), por lo tanto

Ωv =
1

8
ωv

12
[
γ1, γ2

]
+

1

8
ωv

21
[
γ2, γ1

]
,

= − i

2
Λ−1(u, v)Λu(u, v)σ3, (5.20)

Observemos que los vierbeins, la conexión afín y la conexión espín, es decir,
todo el contenido geométrico está en términos del factor conforme Λ(u, v) y
sus derivadas parciales.

5.1.2. Coordenadas polares

Considerando el elemento de línea (5.1) y realizando el cambio de variable
u = r cos θ y v = r sin θ, obtenemos la métrica en coordenadas polares

ds2 = −v2Fdt
2 + Λ2(r, θ)

(
dr2 + r2dθ2

)
, (5.21)

en su forma matricial se escribe como

gµν =





−v2F 0 0

0 Λ2(r, θ) 0

0 0 r2Λ2(r, θ)



 . (5.22)

De la ecuación (5.22) observamos que los elementos gtt, grr y gθθ son los
únicos elementos no cero, por lo tanto a partir de esto y de la ecuación (5.3)
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deducimos que

et0 = vF et0 = −vF−1 et0 = −vF ,

er1 = Λ(r, θ) er1 = Λ−1(r, θ) er1 = Λ(r, θ),

eθ2 = rΛ(r, θ) eθ2 = r−1Λ−1(r, θ) eθ2 = rΛ(r, θ).

(5.23)

A continuación calcularemos la conexión afín Γσ
µν , analizando por casos po-

demos comprobar que los elementos no cero son

Γr
rr =

1
2g

rr∂rgrr Γθ
rr = −1

2g
θθ∂θgrr,

Γr
rθ =

1
2g

rr∂θgrr Γθ
rθ =

1
2g

θθ∂rgθθ,

Γr
θθ = −1

2g
rr∂rgθθ Γθ

θθ =
1
2g

θθ∂θgθθ,

(5.24)

sustituyendo (5.3), (5.23) en (5.24) se obtiene

Γr
rr =

Λr(r,θ)
Λ(r,θ) Γθ

rr = − Λθ(r,θ)
r2Λ(r,θ) ,

Γr
rθ =

Λθ(r,θ)
Λ(r,θ) Γθ

rθ =
1
r +

Λr(r,θ)
Λ(r,θ) ,

Γr
θθ = −r − r2Λr(r,θ)

Λ(r,θ) Γθ
θθ =

Λθ(r,θ)
Λ(r,θ) .

(5.25)

Una vez calculado la conexión afín, procedemos a calcular los coeficientes de
conexión espín ωα

AB. De forma análoga a la sección anterior notemos que
el término ωt

AB = 0 para cualquier combinación de AB y los términos no
cero para ωr

AB y ωθ
AB son los siguientes

ωr
12 =

Λθ(r, θ)

rΛ(r, θ)
ωr

21 = −Λθ(r, θ)

rΛ(r, θ)
,

ωθ
12 = −1− r

Λr(r, θ)

Λ(r, θ)
ωθ

21 = 1 + r
Λr(r, θ)

Λ(r, θ)
, (5.26)

y por consiguiente los términos de la conexión espín

Ωt = 0,

Ωr =
i

2

Λθ(r, θ)

rΛ(r, θ)
σ3, (5.27)

Ωθ = − i

2

(
1 + r

Λr(r, θ)

Λ(r, θ)

)
σ3.
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5.2. Ecuación de Dirac en la representación de WE

En la sección 5.1.1 calculamos el contenido geométrico necesario para ob-
tener la ecuación de Dirac correspondiente a la representación de WE. Co-
menzamos a partir de la ecuación

iγα∇αΨ = 0, (5.28)

aquí γα(x) = γAeαA(x) y ∇α = ∂α+Ωα, expandiendo los índices contraídos
(
γ0et0∂t + γ1eu1{∂u + Ωu}+ γ2ev2{∂v + Ωv}

)
Ψ = 0, (5.29)

(
γ0γ0et0∂t + γ0γ1eu1{∂u + Ωu}+ γ0γ2ev2{∂v + Ωv}

)
Ψ = 0,

podemos verificar a partir de la ecuación (2.36) y (5.18) que γ0γ1 = −σ1,
γ0γ2 = −σ2 y γ0γ0 = − 2×2, además sustituimos (5.6), (5.19) y (5.20) en
la ecuación (5.29)

(
−v−1

F ∂t − σ1Λ
−1(u, v){∂u +

i

2
Λ−1(u, v)Λv(u, v)σ3}

−σ2Λ−1(u, v){∂v −
i

2
Λ−1(u, v)Λu(u, v)σ3}

)
Ψ = 0, (5.30)

por otra parte se tiene que

σ1 =



0 1

1 0



 , σ2 =



0 −i

i 0



 , σ3 =



1 0

0 −1



 , (5.31)

de esta manera iσ1σ3 = σ2 y iσ2σ3 = −σ1. Por lo tanto, sustituyendo las
relaciones anteriores

(
−v−1

F ∂t − σ1Λ
−1(u, v)∂u − 1

2
Λ−2(u, v)Λv(u, v)σ2

−σ2Λ−1(u, v)∂v −
1

2
Λ−2(u, v)Λu(u, v)σ1

)
Ψ = 0, (5.32)

denotando el espinor de Dirac 2 + 1 por Ψ y haciendo la transformación
Ψ = Λ−1/2Φ, podemos demostrar que la ecuación (5.32) se reescribe como

i!∂tΦ = −i
!vF
Λ

(σ1∂uΦ+ σ2∂vΦ) . (5.33)
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Claramente, en el caso más simple cuando Λ = 1 las ecuaciones anteriores
corresponden a la ecuación de Dirac en el espacio-tiempo de Minkowski. La
ecuación de Dirac en estas coordenadas u, v es particularmente útil en el
caso en que el factor conforme Λ depende de uno de las coordenadas. Por
ejemplo, el catenoide, donde Λ depende solo de la variable u. Observemos
que, la ecuación (5.33) es válida para cualquier espacio conformemente plano.

5.2.1. Superficie catenoidal

De acuerdo con la sección 2.2.1, la función de Weierstrass F(ω) correspon-
diente al catenoide es

F(ω) = − α

2ω2
con ω ∈ C/{0}, (5.34)

y que la parametrización de la superficie está dado por

X(u, v) = (α coshu cos v,−α coshu sin v,αu) . (5.35)

Así, uno puede probar que el elemento de línea se escribe como

ds2 = −v2Fdt
2 + α2 cosh2 u

(
du2 + dv2

)
, (5.36)

ahora comparando la expresión anterior con la ecuación (5.1) concluimos
que el factor conforme es

Λ2(u) = α2 cosh2 u. (5.37)

A partir de (5.37) podemos obtener expresiones explícitas para los elementos
geométricos planteados en la sección 5.1.1; los vierbeins (5.4)

et
0 = vF , eu

1 = α coshu, ev
2 = α coshu, (5.38)

la conexión afín (5.13) y (5.16)

ωu
AB = 0, ωv

AB =





0 0 0

0 0 − tanhu

0 tanhu 0



 , (5.39)
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y por consiguiente los términos de la conexión espín

Ωt = 0,

Ωu = 0, (5.40)

Ωv = − i

2
tanhu σ3.

Observemos que la expresión (5.33) resulta particularmente útil para esta
superficie ya que el factor conforme (5.37) solo depende de una de las dos
coordenadas naturales. Además, es conveniente definir los siguientes cambios
de variables x = α sinhu y v → ϕ donde x ∈ (−∞,∞) y ϕ ∈ [0, 2π), por lo
que no es difícil demostrar que α coshu ∂u = ∂x. De hecho, la ecuación de
Dirac se reduce a

i!∂tΦ = vFσ1p̂xΦ+ vFσ2V (x)2̂θΦ, (5.41)

donde p̂x = −i!∂x y 2̂ϕ = −i!∂ϕ son los operadores de momento lineal y
angular respectivamente; y el potencial efectivo esperado encontrado arri-
ba V (x) = 1/

√
x2 + α2. La conexión entre las coordenadas naturales y las

coordenadas polares se pueden lograr usando el cambio de variable r = eu e
identificando ϕ→ θ.

5.3. Ecuación de Dirac en la representación polar

De forma análoga a la sección 5.2, encontraremos ahora la ecuación de Dirac
en la representación polar. Para ellos usamos los resultados obtenidos del
contenido geométrico calculado en 5.1.2, así comenzando con la ecuación
(2.35) y expandiendo los índices nos queda

(
γ0et0∂t + γ1er1{∂r + Ωr}+ γ2eθ2{∂θ + Ωθ}

)
Ψ = 0, (5.42)

(
γ0γ0et0∂t + γ0γ1er1{∂r + Ωr}+ γ0γ2eθ2{∂θ + Ωθ}

)
Ψ = 0,
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sustituyendo (5.23), (5.26) y (5.27), además que γ0γ1 = −σ1, γ0γ2 = −σ2 y
γ0γ0 = − 2×2, de esta manera la ecuación anterior se escribe como

(
−v−1

F ∂t − σ1Λ
−1

{
∂r +

i

2

Λθ

rΛ
σ3

}

−σ2(rΛ)−1

{
∂θ −

i

2

(
1 + r

Λr

Λ

)
σ3

})
Ψ = 0, (5.43)

recordemos también que iσ1σ3 = σ2 y iσ2σ3 = −σ1, finalmente sustituyendo
nos queda

(
−v−1

F ∂t − σ1Λ
−1∂r −

1

2
r−1Λ−2Λθσ2

−σ2r−1Λ−1∂θ −
1

2

(
r−1Λ−1 + Λ−2Λr

)
σ1

)
Ψ = 0, (5.44)

denotando el espinor de Dirac 2 + 1 por Ψ y haciendo la transformación
Ψ = r−1/2Λ−1/2Φ, podemos demostrar que la ecuación (5.44) se reescribe

i!∂tΦ = −i
!vF
Λ

(
σ1∂rΦ+

1

r
σ2∂θΦ

)
. (5.45)

La ecuación de Dirac en estas coordenadas (r, θ) será particularmente útil en
el caso en que el factor conforme Λ dependa de una de las coordenadas. Por
ejemplo, para la familia de superficies mínimas de Bour, donde Λ depende
solo de la variable r.

5.3.1. Superficies mínimas Bn

A continuación, nos centramos en una subfamilia de superficies mínimas
conocida como superficie mínima de Bour o superficie Bn. De acuerdo con
la sección 2.2.3, la función de Weierstrass F(ω) se define

F(ω) = cωn−2 con ω ∈ C/{0}, (5.46)
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donde n ∈ R y c ∈ C, c (= 0. Observemos que en el caso de las superficies de
Bour el factor conforme depende solo de la norma |ω|

Λ(ω) = |F(ω)|
(
1 + |ω|2

)
,

= |c||ω|n−2
(
1 + |ω|2

)
, (5.47)

así, observemos que es conveniente usar coordenadas polares (r, θ), es decir,
elegimos a r = |ω| y θ = arctan(v/u). El factor conforme viene dado por

Λ(r) = |c|rn−2
(
1 + r2

)
, (5.48)

donde recordemos que c ∈ C y n ≥ 0 son parámetros que dan una superficie
de Bour específica. Ahora la curvatura gaussiana de estas superficies viene
dada por

K(r) = − 4

|c|2r2(n−2) (1 + r2)4
. (5.49)

Por inspección, se puede ver que la curvatura gaussiana es finita para r ∈ R
para los casos n = 0, 1, 2 [ver Fig. 5.1], mientras para n > 2 todas las
superficies Bn tienen tienen una curvatura singular en r = 0. Además, dado
que la curvatura gaussiana tiene unidades de longitud al cuadrado inverso,
entonces |c| da una unidad de longitud natural para las superficies de Bour.
Notemos que el catenoide y el helicoide tienen la misma curvatura gaussiana
ya que estas superficies son isométricas entre sí. Es importante mencionar
que, denotando dA =

√
gdrdθ el elemento de área, la curvatura total de cada

superficie Σ tiene el mismo valor, esto es,
∫
Σ dA K = −4π; sin embargo, esto

no significa que tengan la misma topología, ya que, en cambio, la superficie
de Enneper es simple conexa, pero el catenoide no lo es [64].

A continuación, se determina la geometría del potencial inducido para la
superficies de Bour. Nuestro punto de partida es la ecuación de Dirac en
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Figura 5.1 : Negativo de la curvatura gaussiana (5.49) vs a la coordenada
radial r para los casos n = 0, 1, 2. La figura también muestra ejemplos de
superficies mínimas de Bour de arriba hacia abajo: superficie de Enneper,
superficie B1, Catenoide y Helicoide, respectivamente. Todas las superficies
insertadas tienen un valor finito de curvatura.

coordenadas polares (5.45), donde el factor conforme Λ(r) viene dado sim-
plemente por (5.48). Dado que el factor conforme depende solo de una de
las coordenadas, se puede hacer un cambio adicional de variable, usando la
transformación

xn(r) =

∫
Λ(r)dr = |c|

[
rn−1

n− 1
+

rn+1

n+ 1

]
, (5.50)

para n (= 1, mientras que para n = 1 el cambio de variable apropiado es

x1(r) = |c|
(
log r +

1

2
r2
)
. (5.51)

Se puede verificar que estas transformaciones son mapeos inyectivas, por lo
que se puede garantizar la existencia de su función inversa correspondiente
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r = r(x), donde x se definiría en un dominio apropiado Dx. Usando esta
variable, la ecuación de Dirac (5.45) se puede simplificar a

i!∂tΦ = vFσ1p̂xΦ+ vFσ2V (x)2̂θΦ, (5.52)

donde p̂x = −i!∂x es el operador momento lineal y 2̂θ = −i!∂θ es el operador
momento angular. Notemos que, el segundo término de esta ecuación pue-
de interpretarse como un potencial efectivo; aunque este término proviene
completamente de la geometría intrínseca de la superficie, por lo tanto, este
potencial es un potencial inducido por la geometría. El potencial efectivo
está dado por

V (x) =
1

r(x)Λ(r(x))
. (5.53)

Este potencial generaliza el potencial efectivo encontrado en [65] para el
helicoide. Notemos que para aquellos casos con n ≥ 2, como la superficie
de Enneper, el dominio de la variable x es R+ [ver ecuación (5.50)]. Por lo
tanto, es útil definir una extensión al dominio definiendo

U(x) =





V (x) si x ≥ 0

V (−x) si x < 0
(5.54)

como una extensión para x ∈ R. Esta construcción hace que el potencial sea
simétrico y la ecuación de Dirac para esta extensión resulta ser

i!∂tΦ = vFσ1p̂xΦ+ vFσ2U(x)2̂θΦ, (5.55)

lo que claramente se reduce a (5.52) para x ≥ 0.

Ahora, deducimos las principales características del potencial efectivo V (x).
Usando el factor conforme (5.48) y el cambio de variable x(r) se puede
demostrar que cerca de x 2 0 para el catenoide (o helicoide) con n = 0, el
potencial es V (x) 2 c, donde c es una constante positiva; para la superficie
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Figura 5.2 : Potencial efectivo V (x) (5.53) vs coordenada x (5.50) para la
superficie de Enneper (n = 2), B1 (n = 1), y catenoide (helicoide) (n = 0).

B1 con n = 1, el potencial es lineal V (x) 2 mx + b, con una pendiente m

negativa y la ordenada b positiva; y para cualquier superficie de Bour con
n > 1, el potencial efectivo se comporta como V (x) = c/((n − 1)x), para
alguna constante positiva c. Por lo tanto, el potencial V (x) funciona como un
potencial de dispersión. Además, se puede verificar que el potencial efectivo
V (x), se desvanece para x → ∞ para toda n ≥ 0. En la Fig. 5.2 se dibuja el
potencial geométrico inducido para los tres primeros casos n = 0, 1, 2.

Notemos que por ejemplo en el caso del catenoide (o helicoide) n = 0 y
|c| = α/2, se tiene que el factor conforme (5.48) es

Λ(r) =
α

2
r−2

(
1 + r2

)
. (5.56)

A partir de (5.56) calculamos los elementos geométricos planteados en la
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sección 5.1.2; los vierbeins (5.23)

et
0 = vF , er

1 =
α

2
r−2

(
1 + r2

)
, eθ

2 =
α

2
r−1

(
1 + r2

)
, (5.57)

la conexión afín (5.26)

ωr
AB = 0, ωθ

AB =





0 0 0

0 0
1− r2

1 + r2

0
r2 − 1

1 + r2
0




, (5.58)

y por consiguiente los términos de la conexión espín (5.27)

Ωt = 0,

Ωr = 0, (5.59)

Ωθ =
i

2

(
1− r2

1 + r2

)
σ3.

El cambio de variable (5.50) es x = α
2

(
r − r−1

)
, donde x ∈ R.Usando la

expresión del factor conforme (5.56) y del potencial efectivo generalizado
(5.53) es sencillo demostrar que

V (x) =
1√

x2 + α2
, (5.60)

que satisface las características cualitativas deducidas anteriormente. Esto
es justamente el resultado obtenido en la sección 5.2.1.

En el caso de la superficie B1, n = 1 y c = 1 se tiene que el factor conforme
(5.48) es

Λ(r) = r−1
(
1 + r2

)
. (5.61)

A partir de (5.61) calculamos los elementos geométricos planteados en la
sección 5.1.2; los vierbeins (5.23)

et
0 = vF , er

1 = r−1
(
1 + r2

)
, eθ

2 =
(
1 + r2

)
, (5.62)
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la conexión afín (5.26)

ωr
AB = 0, ωθ

AB =





0 0 0

0 0 − 2r2

1 + r2

0
2r2

1 + r2
0




, (5.63)

y por consiguiente los términos de la conexión espín (5.27)

Ωt = 0,

Ωr = 0, (5.64)

Ωθ = −i

(
r2

1 + r2

)
σ3.

El cambio de variable (5.50) es x = log r+ 1
2r

2, donde el dominio es todo R.
Uno puede expresar r en términos de x usando el valor principal de la función
W de Lambert r2 = W (e2x). Usando la expresión del factor conforme (5.61)
y del potencial efectivo generalizado (5.53) es sencillo demostrar que

V (x) =
1

1 +W (e2x)
, (5.65)

que satisface las características cualitativas deducidas anteriormente.

Por último, para el caso de la superficie de Enneper, n = 2 y c = 1, se tiene
que el factor conforme (5.48) se expresa

Λ(r) = 1 + r2. (5.66)

A partir de (5.66) calculamos los elementos geométricos planteados en la
sección 5.1.2; los vierbeins (5.23)

et
0 = vF , er

1 = 1 + r2, eθ
2 = r + r3, (5.67)

la conexión afín (5.26)

ωr
AB = 0, ωθ

AB =





0 0 0

0 0
2

1 + r2
− 3

0 3− 2

1 + r2
0




, (5.68)
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y por consiguiente los términos de la conexión espín (5.27)

Ωt = 0,

Ωr = 0, (5.69)

Ωθ = − i

2

(
3− 2

1 + r2

)
σ3.

El cambio de variable (5.50) es

x = r +
r3

3
. (5.70)

Observemos que contrario a los casos previos en este caso el dominio es en
R+. Usando la expresión del factor conforme (5.66) y del potencial efectivo
generalizado (5.53) podemos mostrar que

V (x) =
1

r(x) + r3(x)
, (5.71)

por lo tanto se necesita encontrar la raíz positiva del polinomio de tercer
orden. El potencial efectivo en términos de x viene dado explícitamente por

V (x) =
1

3x+ 2
2
3

(
R

1
3
−(x)−R

1
3
+(x)

) , (5.72)

donde R±(x) =
√
9x2 + 4 ± 3x. Observemos que la expansión en serie de

R
1
3
± alrededor de x 2 0 es R

1
3
± 2 2

1
3 ± 2−

1
3x. Así, el potencial efectivo cerca

de x = 0 se comporta de manera similar a un potencial de tipo coulombico
V (x) 2 1

x , mientras que es claro que para valores grandes de x, eso es para
x → ∞ el potencial V (x) desaparece como se mostró cualitativamente.

5.4. Estados asintóticos de Dirac sobre las super-
ficies de Bour

El análisis anterior nos permite justificar que para los estados asintóticos se
puede despreciar el segundo término de (5.52). Por lo tanto, la ecuación de
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Dirac se reduce

i!∂tΦ = vFσ1p̂xΦ. (5.73)

Para las soluciones de esta ecuación proponemos la solución espinor como

Φ(x, θ, t) = eikx−iEt
! f(θ)v, (5.74)

donde la función f(θ) es una función arbitraria periódica no cero en el ángulo
azimutal θ, y v es un vector que adquiere el carácter de pseudoespín del
espinor. Al imponer la ecuación unidimensional de Dirac, la dispersión la
relación resulta ser E = ±!vF |k|, y v satisface la ecuación ĥv = ±1

2v, por
± se refiere a un estado de Dirac positivo o negativo, donde

ĥ =
1

2
σ1

k

|k| , (5.75)

Es el análogo unidimensional del operador de helicidad. Para un valor de
energía positivo, los estados de pseudo-espín vienen dados por v↑ (v↓) con
helicidad positiva (negativa) k > 0 (k <0). Para valores de energía negativa
los estados de pseudo-espín se intercambian entre sí v↑ → v↓, donde los
estados normalizados {v↑, v↓} están dados por

v↑ =
1√
2



1

1



 y v↓ =
1√
2



 1

−1
.



 (5.76)

Para valores de energía positivos uno tiene las siguientes dos soluciones in-
dependientes

Φ+,+(x, θ, t) = eikx−i |E|t
! f(θ)v↑, (5.77)

Φ+,−(x, θ, t) = eikx−i |E|t
! f(θ)v↓,

para helicidad positiva o negativa, k > 0 y k < 0 respectivamente. De
manera similar, para valores negativos de energía se tiene

Φ−,+(x, θ, t) = eikx+i |E|t
! f(θ)v↓, (5.78)

Φ−,−(x, θ, t) = eikx+i |E|t
! f(θ)v↑,
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para helicidad positiva o negativa, k > 0 y k < 0 respectivamente. Estos
cuatro estados (5.77) y (5.78) se pueden unir de la siguiente manera

Φµ,σ(x, θ, t) = eiσ|k|x−iµ |E|t
! f(θ)vµ·σ, (5.79)

donde hemos introducido una regla mnemotécnica para µ · σ como

µ · σ =






+ ·+ =↑

− ·+ =↓

+ ·− =↓

− ·− =↑

(5.80)

donde µ = sgn(E). Finalmente, recordemos que la transformación realizada
Ψ = r−1/2Λ−1/2Φ en la sección 5.3, por lo tanto el estado asintótico de Dirac
disperso lejos del centro viene dado por

Ψµ,σ(x, θ, t) =
√
V (x)eiσ|k|x−iµ |E|t

! f(θ)vµ·σ, (5.81)

el cual se desvanece para x → ∞. Además, como consecuencia de la pe-
riodicidad de la función f(θ) = f(θ + 2π) se puede escribir la siguiente
representación en serie f(θ) =

∑

m∈Z
fmeimθ.



Capítulo 6

Dispersión análoga en las
superficies de Bour

A continuación, presentamos la ecuación de Lippmann-Schwinger [66, 67]
para estudiar cómo se propagan los estados a lo largo de las superficies
de Bour. En particular, nos interesa describir la forma en que los estados
iniciales se dispersan debido al potencial efectivo V (x).

6.1. Ecuación de Lippmann-Schwinger

Consideremos el Hamiltoniano Ĥ = Ĥ0+ V̂ dividido entre un Hamiltoniano
libre Ĥ0 y un potencial perturbativo V̂ . Ahora la ecuación de Lippmann-
Schwinger está dado por

|Φ〉 = |Φin〉+
1

E − Ĥ0 + iε
V̂ |Φ〉 , (6.1)

donde |Φin〉 es el estado inicial, y |Φ〉 es el estado de dispersión. Tenga
en cuenta que en general estamos considerando que Ĥ0 y V̂ son operadores

84
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diferenciales matriciales que actúan sobre los espinores. Así los estados {|Φ〉}
adquieren componentes espinoriales.

La aproximación de Born se obtiene sustituyendo |Φin〉 en lugar de |Φ〉 en el
segundo término de la ecuación (6.1). Para ir más allá a la aproximación de
orden superior, introducimos el operador de transición T definido usando la
ecuación T̂ |Φin〉 = V̂ {|Φ〉}. De hecho, multiplicando la ecuación (6.1) por V̂
se llega a la conocida ecuación de operador recursivo autoconsistente para
el operador de transición T̂

T̂ = V̂ + V̂
1

E − Ĥ0 + iε
T̂ . (6.2)

Se puede obtener una solución en serie para T̂ usando la ecuación (6.2) a
través de un procedimiento iterativo

T̂ = V̂ + V̂
1

E − Ĥ0 + iε
V̂ + V̂

1

E − Ĥ0 + iε
V̂

1

E − Ĥ0 + iε
V̂ + · · · , (6.3)

donde la primera aproximación T̂ 2 V̂ corresponde a la llamada aproxima-
ción de Born. Para determinar los estados de dispersión, uno puede seguir
dos procedimientos comunes que son proyectar {|Φ〉} a lo largo de estados es-
paciales {|x〉} o estados de momento {|p〉} . Para la proyección a lo largo de
los estados espaciales se obtiene la función de onda espinorial Φ(x) = 〈x|Φ〉,
donde x = (x1, x2) son ciertas coordenadas asociadas a una parte local en la
superficie. Por lo tanto, usando el operador de transición, la ecuación (6.1)
se puede reescribir como

Φ(x) = Φin(x) +

∫

D
d2x′G(x,x′) 〈x′| T̂ |Φin〉 , (6.4)

donde la función G(x,x′) satisface la ecuación de Green definida por
(
E − Ĥ0

)
G(x,x′) = δ(x,x′). (6.5)
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Ahora, cuando proyectamos los estados dispersados a lo largo de los estados
de momento, se obtiene la función de onda espinorial en el espacio de mo-
mento que escribimos con la misma notación Φ(p) = 〈p|Φ〉. Suponiendo que
Ĥ0 es un operador que depende exclusivamente del operador de cantidad de
movimiento, la ecuación (6.1) se puede escribir como

Φ(p) = Φin(p) +
1

E − Ĥ0 + iε
〈p| T̂ |Φin〉 , (6.6)

donde H0(p) es la matriz hamiltoniana libre evaluada en el momento p.

A continuación estudiamos los estados electrónicos en las superficies de Bour
a partir de la ecuación (5.55). Observemos que, el segundo término de es-
ta ecuación puede considerarse como una barrera potencial. Esta “energía
potencial” es crucial en el comportamiento de los estados de las partículas
de Dirac en la superficie de Bour. Ahora, para implementar la ecuación de
Lippmann-Schwinger (6.1) identificamos el hamiltoniano libre Ĥ0 = vFσ1p̂x

y el hamiltoniano perturbado por V̂ = vFσ2U(x)2̂θ de la ecuación (5.55).
A continuación, llevamos a cabo las aproximaciones Born y Born de orden
superior para determinar los estados de dispersión en la superficie curva.

6.1.1. Aproximación de Born

Ahora, para determinar los estados de dispersión Ψ(x), se considera los
estados iniciales Φin(x) lejos del centro de dispersión, que en nuestro caso
corresponde a x 2 0. En particular, los estados que se consideran aquí son
Φin(x) = Φµ,σ(x, θ, t) encontrado en la sección 5.4. Ya que el hamiltoniano
libre Ĥ0 es independiente de θ, así la función de Green adquiere la expresión
G(x,x′;E) = G(x − x′;E)δ(θ − θ′), donde x = (x, θ). Ahora, la ecuación
(6.4) se escribe como

Φ(x, θ) = Φ±(x, θ) + vF

∫ ∞

−∞
dx′G(x− x′;E)U(x′)σ22̂θΦ(x

′, θ), (6.7)
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donde G(x− x′;E) es la función de Green para el operador unidimensional
E − vFσ1p̂x, esto es, una función que satisface

(E − vFσ1p̂x)G(x− x′;E) = δ(x− x′). (6.8)

Siguiendo el procedimiento estándar (ver Apéndice C) no es difícil demostrar
que la solución a la ecuación (6.8) está dado por

G(x− x′;E) =
1

2i!vF
[
sgn(E) + sgn(x− x′)σ1

]
e
i |E|
!vF

|x−x′|
, (6.9)

donde recordemos que E = ±!vF |k|. A continuación, como consecuencia de
la geometría polar de la superficie, los estados Φ(x, θ) son periódicas en la
variable angular θ, así se puede escribir en la próxima expansión

Φ(x, θ) =
∑

m∈Z
Φm(x)eimθ. (6.10)

Ahora, usando la relación ortonormal de la base {eimθ} uno tiene la siguiente
ecuación integral para Φ(µ)

m (x), esto es

Φ(µ)
m (x) = eiσ|k|xfmvµ·σ + !vFm

∫ ∞

−∞
dx′G(x− x′;E)U(x′)σ2Φ

(µ)
m (x′),

(6.11)

donde recordemos que µ = sgn(E). En la aproximación de Born, basta con
hacer la sustitución Φ(µ)

m (x′) por eiσpx
′
fmvµ·σ en el segundo término de la

ecuación (6.11), donde hemos definido la magnitud del momento |k| = p. Se
elige una onda inicial con σ = −, es decir, una onda izquierda con k < 0

que vaya al centro de dispersión. Sustituyendo (6.9) en (6.11) y después de
un cálculo sencillo, los estados están dados por

Φ(µ)
m (x) 2 fm

[
e−ipxv−µ +mŨ(2p)eipxvµ

]
, (6.12)

donde hemos encontrado que los estados de energía negativa con pseudo-
espín arriba ↑ propagándose a lo largo del centro de dispersión reflejándose en
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un pseudo-espín abajo ↓. La amplitud de la reflexión viene dada por mŨ(2p),
donde Ũ es la transformada de Fourier del potencial efectivo U(x). Para
tener una mejor comprensión de este fenómeno de dispersión se procede a
realizar una aproximación de Born de orden superior en la siguiente sección.

6.1.2. Aproximación Born de orden superior

Para la aproximación de Born de orden superior, encontramos útil la repre-
sentación del momento para los estados. El punto de partida es la ecuación
para los estados de dispersión (6.6) donde el término 〈p| T̂ |Φin〉 se determina
aproximadamente usando la aproximación en serie de la ecuación recursiva
para el operador de transición (6.3), esto es

〈p| T̂ |Φin〉 = 〈p| V̂ |Φin〉+ 〈p| V̂ ĜV̂ |Φin〉 (6.13)

+ · · ·+ 〈p| V̂ ĜV̂ · · · V̂ ĜV̂ |Φin〉+ · · · ,

donde hemos definido el operador Ĝ := 1/(E − Ĥ0 + iε). Ahora, para
cada término Ĝ de la expresión anterior, se introducen las siguientes re-
laciones de completez en el espacio de momentos; =

∑
q |q〉 〈q| don-

de
∑

q = 1
2π

∑
m

∫ dq
2π y |q〉 := |q,m〉. Estas relaciones de completez se

colocan antes y después del operador Ĝ. Así, se tiene el primer término
τ1(p) := 〈p| V̂ |Φin〉 y el (n + 1)-ésimo término, con n ≥ 1, se escribe de la
siguiente manera

τn+1(p) :=
∑

q(1),··· ,q(2n)

〈p| V̂ |q(1)〉 〈q(1)| Ĝ |q(2)〉 (6.14)

× 〈q(2)| V̂ · · · V̂ |q(2n−1)〉 〈q(2n−1)| Ĝ |q(2n)〉

× 〈q(2n)| V̂ |Φin〉 .

Ahora, uno puede reducir la mitad de las integrales ya que para cada término
〈q(i)| Ĝ |q(j)〉 = G(qj)δqiqj , donde G(qj) = 1/(E − H0(q) + iε). De esta
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manera podemos reescribir (6.14) como sigue

τn+1(p) :=
∑

q(1),··· ,q(2n)

〈p| V̂ |q(1)〉
(

n−1∏

*=1

G(q(*) 〈q(*)| V̂ |q(*+1)〉
)

(6.15)

×G(q(n)) 〈q(n)| V̂ |Φin〉 ,

donde el estado |q*〉 = |q*,m*〉 para 2 = 1, 2, · · · , n. Para simplificar la última
expresión es necesario encontrar las siguientes dos expresiones genéricas;
〈p| V̂ |q〉 y 〈p| V̂ |Φin〉. Los estados de momento vienen expresados por |p〉 =
|p,m〉 y de manera similar |q〉 = |q,m′〉. Así, para la primera expresión
genérica se puede escribir como 〈p| V̂ |q〉 = (2π)!vFσ2mδm,m′ 〈p| Û(x) |q〉

donde hemos actuado el operador de momento angular 2̂θ |m〉 = !m |m〉 y
se introdujo la relación ortogonal 〈m|m′〉 = 2πδm,m′ . Ahora, introducimos
la relación de completez =

∫
dx |x〉 〈x| y usamos el hecho que 〈x|p〉 = eipx,

por lo tanto

〈p| V̂ |q〉 = (2π)!vFσ2mδm,m′Ũ(p− q), (6.16)

siendo Ũ(q) :=
∫
dxe−iqxU(x) la transformada de Fourier del potencial. Aho-

ra, para el otro término genérico, se introduce una relación de completez en
el espacio de momentos tal que 〈p| V̂ |Φin〉 =

∑
q 〈p| V̂ |q〉 〈q|Φin〉. Ahora es

necesario calcular el término Φin(q) = 〈q|Φin〉 que es la transformada de Fou-
rier de la onda inicial eiσ|k|xfmvµ·σ, es decir, Φin(q) = 2πδ(q − σ|k|)fmvµ·σ,
así uno tiene

〈p| V̂ |Φin〉 = !vFσ2vµ·σfmmŨ(p− σ|k|). (6.17)

Observe que la última ecuación corresponde al primer término de la serie
(6.13), esto es,

τ1(p) = !vF fm(iµm)Ũ(p+ |k|)vµ, (6.18)
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donde hemos puesto σ = −1 ya que tenemos una onda izquierda inicial, y
usado la identidad σ2v−µ = iµvµ. Ahora, sustituimos los términos (6.16) y
(6.17) en (6.15), colocando σ = −1, y siguiendo el cálculo desarrollado en el
apéndice D uno es capaz de encontrar

τn+1 = !vF fm(iµm)nmŨ(p− |k|)Ũ(2|k|)
∣∣∣∣Ũ(2|k|)

∣∣∣∣
n−1

v−µ, (6.19)

para n impar, mientras que

τn+1 = !vF fm(iµm)n+1Ũ(p+ |k|)
∣∣∣∣Ũ(2|k|)

∣∣∣∣
n

vµ, (6.20)

para n par, donde |·| es la norma compleja. De esta manera reescribimos
(6.13) como

〈p| T̂ |Φin〉 =
∞∑

n=0

τn+1(p). (6.21)

Este valor esperado debe introducirse en la ecuación (6.6). Luego, se necesita
calcular la transformada de Fourier para encontrar una expresión de la onda
de Dirac

Φ(µ)
m (x) = e−i|k|xfmv−µ +

∞∑

n=0

Cn+1(x), (6.22)

donde todavía hay que calcular la transformada inversa de Fourier

Cn+1(x) =

∫
dp

2π
eipxG(p)τn+1(p).1 (6.23)

Así el resultado para Cn+1(x) es el siguiente, para enteros impares n = 2j+1

C2j+2(x) = (−1)j+1

(
m2

∣∣∣∣Ũ(2|k|)
∣∣∣∣
2
)j+1

fme−i|k|xv−µ, (6.24)

1Consulte el apéndice D para obtener detalles específicos sobre los cálculos de estas
integrales.
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mientras que para enteros pares n = 2j

C2j+1(x) = (−1)j+1mŨ(2|k|)
(
m2

∣∣∣∣Ũ(2|k|)
∣∣∣∣
2
)j

fmei|k|xvµ, (6.25)

para j ∈ N ∪ {0}. Ahora bien, luego de sustituir (6.24) y (6.25) en (6.22) se
nota cada uno de los factores que aparecen frente a e−i|k|x y ei|k|x se pueden
representar como una serie geométrica que se puede resumir como

∞∑

*=0

(−1)*a*(m, k) =
1

1 + a(m, k)
, (6.26)

mientras a(m, k) < 1, donde a(m, k) = m2

∣∣∣∣Ũ(2|k|)
∣∣∣∣
2

. Esta es la expresión
final de la onda de Dirac

Φ(µ)
m (x) = fm

[
F(m, k)e−i|k|xv−µ + G(m, k)ei|k|xvµ

]
, (6.27)

donde los coeficientes F(m, k) y G(m, k) vienen dados por

F(m, k) =
1

1 +m2

∣∣∣∣Ũ(2|k|)
∣∣∣∣
2 , (6.28)

G(m, k) = mŨ(2|k|)F(m, k). (6.29)

La aproximación de Born (6.12) se recupera cuando F(m, k) ≈ 1. Se es-
pera que esto se logre para valores grandes de momentos |k|. Dado que
se puede preparar una onda de Dirac inicial con valores de m y k tales
que a(m, k) ≥ 1, aquí consideramos una continuación analítica de la se-
rie geométrica para tomar en cuenta los valores de m y k bajo la última
condición. Esta continuación analítica significa que los factores F(m, k) y
G(m, k) tienen la misma función para valores de (m, k) en una región donde
a(m, k) ≥ 1.
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6.2. Transmisión de onda de Dirac

Esta sección utiliza la corriente de Noether Jµ de la ecuación de Dirac como
la densidad de corriente de probabilidad. Esta cantidad se introduce para
estudiar la forma en que la onda de Dirac inicial se propaga a lo largo de
la superficie. En particular, usando la corriente Jµ podemos determinar los
coeficientes de transmisión y reflexión. Esta cantidad conservada viene dada
por [68]

Jµ = ΨγµΨ, (6.30)

donde Ψ = Ψ†γ0. Además, recordemos que γµ se dan en términos de los
vierbeins y las matrices de Dirac γA introducido en la sección 2.3. También,
recordemos que Ψ(x) = r−1/2Λ−1/2Φ(x), donde Λ es el factor conforme. La
componente cero de la corriente, J0(x), nos permite determinar la función
de densidad de probabilidad, mientras que las componentes espaciales de la
corriente nos permiten determinar cómo se propaga la onda de Dirac a través
de la geometría del espacio, es decir, utilizando las componentes espaciales
se puede definir el coeficiente de reflexión como

R =

∣∣∣∣
Ja

refna

Jb
incnb

∣∣∣∣, (6.31)

y el coeficiente de transmisión por su complemento

T = 1−R, (6.32)

donde n es un vector tangente en la superficie que es normal a la curva γ
situada en la superficie. En particular, para la superficie de Bour, elegimos
que γ sea una curva r-constante, este n es un vector tangente a lo largo de la
dirección θ. Consulte la Fig. 6.1 para ver las curvas de nivel con r-constante
y θ-constante en las superficies catenoide, B1 y Enneper.
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(a) (b) (c)

Figura 6.1 : a) Catenoide, b) superficie de Enneper y c) B1, dibujadas con las
parametrizaciones (E.1), (E.3) y (E.4). Cada una de las superficies incluye
ejemplos de curvas de nivel con r y θ-constante.

A continuación, nos enfocamos en determinar las expresiones generales para
la densidad de probabilidad J0, el coeficiente de transmisión T , el coeficiente
de reflexión R y la conductancia G para las superficies de Bour, donde se
hace especial énfasis en la superficie catenoide/helicoide, B1 y Enneper.

6.2.1. Función de densidad de probabilidad J0

Como primer punto obtendremos los factores de normalización N0, para la
onda libre (5.81), y N , para la onda dispersa (6.27). Para este propósito,
consideremos una gran parte del área de la superficie, e impongamos la con-
dición

∫
D dAJ0 = 1, donde dA = rΛ(r)drdθ es el elemento de área en la

superficie. Esta condición garantiza que un fermión de Dirac está segura-
mente en algún punto, (r, θ) ∈ D = [0, L]× [0, 2π], del dominio D.

Ahora, la componente cero de la corriente de Noether es la función de den-
sidad de probabilidad dada para nuestra geometría espacio-temporal parti-
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cular [ver (5.21)] por

J0(r) = v−1
F Ψ†

m
(µ)

Ψm
(µ). (6.33)

Así para la onda inicial libre (5.81) se tiene la densidad

J0(r) =
N 2

0 |fm|2

vF rΛ
, (6.34)

por lo tanto el factor de normalización se obtiene fácilmente como

N0 =
( vF
2πL

)1/2 1

|fm| , (6.35)

mientras que la onda dispersada

J0(r) =
N 2|fm|2

vF rΛ
F(m, k), (6.36)

el factor de normalización está dado por

N =
N0√

F(m, k)
. (6.37)

Así, la función de densidad de probabilidad se da para ambas ondas por la
expresión

J0(r) =
1

2πLrΛ(r)
, (6.38)

lo que significa que es más probable encontrar partículas de Dirac cerca del
centro de dispersión en la superficie de Bour. Cabe mencionar que el punto
de dispersión (x 2 0) corresponde al punto donde la curvatura alcanza su
valor máximo (ver Fig 5.1).

6.2.2. Transmitancia y conductancia

Ahora, queremos determinar los coeficientes de reflexión y transmisión. Ele-
gimos γ para que sea la curva r-constante en una superficie de Bour, por
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lo que el vector normal a γ es tangente a una curva θ-constante. Obser-
vemos que Jθ = − 1

r2Λ2Φ
†
m

(µ)
σ1Φm

(µ) después usar γθ = γ2eθ1, donde los
vierbeins en este caso es eθ1 = 1/Λ, recordemos igual que σ1vµ = µvµ y
v†µvµ = 1, calculamos la corriente de incidencia Jθ inc usando la onda inicial
N0e−i|k|xfmv−µ

Jθ
inc =

vFµ

2πLr2Λ2
, (6.39)

y calculamos Jθref usando la onda reflejada N fmG(m, k)ei|k|xvµ, obteniendo

Jθ
ref = − vFµ

2πLr2Λ2

|G(m, k)|2

F(m, k)
. (6.40)

Ahora, usando (6.31), no es difícil mostrar que

R = m2Ũ2(2|k|)F(m, k),

T = F(m, k), (6.41)

donde F(m, k) está dado por (6.28). Ambos coeficientes R y T se dan en
términos de la transformada de Fourier Ũ(p) =

∫∞
−∞ dxeipxU(x), por lo

tanto, es conveniente hacer más simplificaciones. Dado que el potencial es
proporcional a 1/|c| es conveniente realizar el siguiente cambio de variable
x̃ = x/|c|, así vamos a definir la función

U(ξ) =
∫ ∞

−∞
dx̃eiξx̃|c|U(|c|x̃). (6.42)

Ahora, en lugar de usar el número de onda k usamos la relación de dispersión
de energía E = ±!vF |k|. Además, observe que el material Bour introduce
una escala natural de energía dada por E0 = !vF /|c| en términos de la
longitud característica |c|, asociada a cada superficie de Bour. Por lo tanto,
los coeficientes de reflexión y transmisión en términos de la energía E se dan
para cualquier superficie de Bour dentro de la presente aproximación como

R(E) =
m2|U(2E∗)|2

1 +m2|U(2E∗)|2
, (6.43)

T (E) =
1

1 +m2|U(2E∗)|2
, (6.44)
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donde E∗ = |E|/E0 es un parámetro adimensional. La conductancia se puede
calcular usando la expresión

G(E) =
e2

π!T (E). (6.45)

Observe que cada material de Bour con longitud característica |c| introduce
una escala natural de energía E0 = !vF /|c|; para superficies con |c| ∼1 nm
la energía de escala característica es E0 ∼ 8.27 eV. Tenga en cuenta que
para grandes valores de energía, es decir, |E| >> E0, el resultado anterior
(6.43) y (6.44) se reduce a la aproximación de Born ya que en esta región
de parámetros se tiene

R(E) 2 m2|U(2E∗)|2, (6.46)

T (E) 2 1−m2|U(2E∗)|2, (6.47)

que es el resultado de la aproximación de Born.

Ahora, todavía necesitamos calcular la transformada de Fourier del potencial
efectivo. Notemos que, para cualquier superficie de Bour, es útil volver a la
coordenada radial original en lugar de x ya que dx = Λ(r)dr y el potencial
efectivo V (r) = 1/(rΛ), así la transformada de Fourier es

U(ξ) =
∫ ∞

0

dr

r
exp

[
− iξ

xn(r)

|c|

]
, (6.48)

donde para cada superficie de Bour etiquetada con n, xn(r) es el cambio de
variable introducido anteriormente (ver 5.3.1).

Transmisión en el catenoide/helicoidal.

En este caso uno tiene x0(r) = |c|
(
r − r−1

)
. Aquí, conviene hacer el cambio

de variable y = log r ∈ R, así el argumento de la exponencial en (6.48)
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resulta ser la función impar sinh (y), lo que significa que la transformada de
Fourier se simplifica a U(ξ) =

∫ ∞

−∞
dy cos [2ξ sinh (y)]. Esta integral se puede

expresar en términos de una función de Bessel modificada [69]

U(ξ) = 2K0(2ξ). (6.49)

En la Fig. (6.2), se muestra el coeficiente de reflexión y transmisión para
una onda de propagación a través de la catenoide, donde se ha utilizado
(6.49). Además, se puede ver que el valor de E∗ = Ex, donde la transmisión
y la reflexión tienen el mismo valor, se traslada a la derecha a medida que
aumenta el valor de m. El valor de intercepción de la energía es Ex, donde
se cumple la ecuación trascendental

K0(4Ex) =
1

2m
. (6.50)

Figura 6.2 : Familia de coeficientes de transmisión y reflexión ((6.43) y
(6.44)) versus energía reducida E∗ = E/E0 usando la transformada de Fou-
rier (6.49) correspondiente a la geometría catenoidal/helicoidal. El conjunto
de curvas se obtuvo para casos con m = 1, · · · , 10. Las curvas naranja y
verde son guías para identificar el caso m = 10.
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También cabe mencionar, que en la intercepción el valor del coeficiente de
transmisión (o el coeficiente de reflexión) es independiente de m y está dado
por T (Ex) = 1/2, como se puede apreciar en la Fig. (6.2).

Transmisión en B1-Bour

En este caso se tiene x1(r) = |c|
(
log r + 1

2r
2
)
. Aquí, sustituyamos iξ → z,

donde z es un valor complejo con Rz < 0. Adicionalmente, es conveniente
hacer el cambio de variable y = r2 ∈ R+, así la integral (6.48) resulta ser
U (ξ) = 2

∫ ∞

0

dy

y
y−

z
2 e−

z
2 y, que se puede relacionar con una función Gamma

[69] como

U(ξ) = ĺım
z→iξ

2
(z
2

) z
2
Γ
(
−z

2

)
. (6.51)

Como necesitamos la norma compleja de U(ξ), usamos la identidad |Γ(iy)|2 =

π/(y sinh(πy)) para y ∈ R [69], queda por calcular la norma compleja del
factor en (6.51), mediante un cálculo elemental directo se tiene

(
z
2

) z
2 =

ei
ξ
2 log ξ

2 e−
ξπ
4 . Por lo tanto

|U(ξ)|2 = 4

ξ (eπξ − 1)
. (6.52)

En la Fig. (6.3), se muestra el coeficiente de reflexión y transmisión para
una onda que se propaga a través de la superficie B1-Bour, donde se ha
utilizado (6.52). La estructura de estas curvas es muy similar al caso anterior.
La principal diferencia corresponde a que la transmisión total se da a un
valor mayor de E∗. Además, la forma en que las curvas se mueven hacia la
izquierda se dan de acuerdo con la ecuación trascendental

Ex
(
e2πEx − 1

)
= 2m2. (6.53)
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Figura 6.3 : Familia de coeficientes de transmisión y reflexión ((6.43) y
(6.44)) versus energía reducida E∗ = E/E0 usando la transformada de Fou-
rier (6.51) correspondiente a la geometría B1-Bour. El conjunto de curvas se
obtuvo para casos con m = 1, · · · , 10. Las curvas naranja y verde son guías
para identificar el caso m = 10.

Transmisión en las superficies Bn≥2 - Bour

En este caso uno tiene xn(r) = |c|
(
rn−1

n−1 + rn+1

n+1

)
con n ≥ 2, por tanto, la

transformada de Fourier se reduce a la integral

U (ξ) = 2

∫ ∞

0

dr

r
cos

(
ξ

(
rn−1

n− 1
+

rn+1

n+ 1

))
. (6.54)

Esta integral es estrictamente divergente debido a la singularidad en r = 0.
La integral se regulariza introduciendo un corte inferior tal que r ≥ ε. Para
aislar la parte singular consideremos la siguiente aproximación. En primer
lugar, centrémonos en la superficie clásica de Enneper n = 2. Se puede
argumentar que la contribución más importante a la integral está cerca de
r = ε, donde el término cúbico del argumento del coseno puede despreciarse
ya que r3 2 ε3, además, para valores grandes de r, las contribuciones a la
integral decaen a cero como r−1. Usando este razonamiento, ignoremos el
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término cúbico dentro del argumento de la función coseno, por lo que la
integral se reduce a la integral del coseno.

U(ξ) 2 2

∫ ∞

ε

dr

r
cos (ξr) := −2Ci(εξ), (6.55)

donde Ci(x) es la integral del coseno, que tiene la expansión en serie
Ci(x) = γ + log x+

∑∞
n=1(−1)nx2n/(2n(2n)!) [69]. Así, uno tiene

U(ξ) 2= −2 (γ + log (ξ)) + 2 log (1/ε) +O(ε2), (6.56)

donde γ es la constante de Euler-Mascheroni. Por lo tanto, la parte singular
viene dada por 2 log(1/ε). Ahora, realizamos una evaluación numérica de
(6.54), restando la parte singular y comparando con el resultado anterior
(6.56) [ver Fig. (6.4)]. Es claro que el error principal está cercano al k 2 0,
mientras que para el resto de valores el error ronda el 1%.

Figura 6.4 : Transformada de Fourier (6.54) versus el argumento ξ para la
geometría clásica de Enneper con n = 2 (curva de color azul). También se
muestra una comparación entre el cálculo numérico (6.54) y aproximación
analítica (6.56), curvas azul y naranja, respectivamente.

En la Fig. (6.5), se muestra el coeficiente de reflexión y transmisión de una
onda de propagación a través de la superficie clásica de Enneper, donde
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hemos calculado numéricamente la transformada de Fourier U (ξ). La ca-
racterística principal de las curvas de transmisión para la superficie de En-
neper es el valor de transmisión T (EK) = 1 en la energía EK que muestra
el fenómeno de la paradoja de Klein en este caso [70]. El valor de Klein
EK corresponde al valor donde la transformada de Fourier U(ξ) desaparece
[ver Fig. (6.4)]. Usando la aproximación (6.56) se puede estimar el valor de
EK 2 E0

2 e−γ ≈ 0.28E0, con un error de 5% respecto al cálculo numérico. Sin
embargo, a diferencia de los casos anteriores, catenoide y superficie B1-Bour,
en el presente caso se muestra una fuerte supresión de la transmisión para
valores superiores al valor de Klein EK , dando lugar a un efecto de reflexión
total y, por lo tanto, a una conductancia que desaparece G(E) → 0 para
E 6 EK . Además, se puede observar en la Fig. (6.5) que hay dos valores de
intercepción y que ambos valores se mueven hacia el valor de Klein a medida
que aumenta el valor de m. Este efecto se puede explicar usando la aproxi-
mación (6.56) haciendo que la condición m2 |U(2E∗(m))|2 = 1, así se obtie-
nen los valores en términos de m mediante la ecuación E∗(m) 2 EKe±

1
2m ,

mostrando el efecto recién mencionado.

Para el caso n ≥ 2 se puede seguir la misma línea argumental que en el caso
Enneper. Por ejemplo, realicemos el cambio de variable y = rn−1

n−1 , por lo que
la transformada de Fourier (6.54) resulta como

U (ξ) =
2

n− 1

∫ ∞

ε

dy

y
cos
(
ξ
(
y + αny

βn

))
, (6.57)

donde αn = (n− 1)βn/(n+ 1) y βn = n+1
n−1 .

Observe que 1 < βn ≤ 3 donde la igualdad corresponde al caso clásico de
Enneper. Dado que βn > 1, se puede intentar argumentar que este término
no es dominante cerca de la singularidad, por lo que en esta aproximación
se tiene U(ξ) 2 −2Ci(εξ/(n − 1))/(n − 1), por lo tanto, la diferencia entre
el presente caso y el caso Enneper es un factor de 1/(n− 1).
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Figura 6.5 : Familia de coeficientes de transmisión y reflexión ((6.43) y
(6.44)) versus energía reducida E∗ = E/E0 usando la evaluación numé-
rica de la transformada de Fourier (6.56) correspondiente a la geometría
clásica de Enneper con n = 2. El conjunto de curvas se obtuvo para casos
con m = 1, 2, 3. Las curvas naranja y verde son guías para que se identifique
el caso m = 3. Para todos los conjuntos de curvas de transmisión, identifi-
camos el mismo punto de Klein EK 2 0.28E0 donde la transmisión es 1, y
una clara tendencia de supresión después de ese punto.

Sin embargo, en este caso el error aumenta más de 10%. Por lo tanto, en
este caso simplemente calculamos la transformada de Fourier (6.54) numé-
ricamente.

En Fig. (6.6), se muestra el coeficiente de reflexión y transmisión de una
onda de propagación a través de las superficies B3-Bour y B4-Bour. Como
en el caso clásico de Enneper, se puede apreciar que para cada superficie
Bn-Bour existe un único punto de Klein EK,n, donde la transmitancia es
uno. El punto de Klein se mueve hacia la derecha para valores mayores de
n. Después del punto de Klein EK,n la transmisión disminuye lentamente a
medida que n aumenta; sin embargo, también se suprime por completo para
valores de energía grandes.
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Figura 6.6 : Familia de coeficientes de transmisión y reflexión ((6.43) y
(6.44)) versus energía reducida E∗ = E/E0 usando la evaluación numérica
de la transformada de Fourier (6.57) correspondiente a la superficie B3-Bour
con n = 3 (arriba) y la superficie B4-Bour con n = 4 (abajo). El conjunto de
curvas se obtuvo para casos con m = 1, 2, 3. Las curvas naranja y verde son
guías para identificar el caso m = 3. Para todos los conjuntos de curvas de
transmisión, identificamos el mismo punto de Klein EK 2 0.39E0 (arriba) y
EK 2 0.54E0 (abajo), donde el la transmisión es 1, y una clara tendencia a
la baja en la transmisión después de ese punto. Además, cuánto mayor sea
el valor de n, más lenta será la tendencia a la baja.



Capítulo 7

Conclusiones

En este trabajo de investigación estudiamos la propagación de los grados de
libertad electrónicos sobre una hoja curva de grafeno con base a la ecuación
de Dirac. Planteamos la hipotética existencia de una lámina de grafeno con
la geometría de una superficie de Bour; ejemplos de estas superficies son la
catenoide, el helicoide y la superficie de Enneper, entre otras superficies Bn

1.
Las superficies de Bour pertenecen a la gran familia de superficies mínimas
que minimizan el área. La geometría de las superficies mínimas se propuso
para modelar estructuras de carbono específicas [21]. Aunque todavía no
existe una realización artificial o natural de estos alótropos de carbono en el
laboratorio o en la naturaleza, existen buenas expectativas de su existencia
a partir de investigaciones numéricas y experimentales [20,25,27].

La ecuación de Dirac obtenida para nuestras estructuras se escribe como

i!∂tΦ = vFσ1p̂xΦ+ vFV (x)σ22̂θΦ, (7.1)

1Que se pueden etiquetar usando el parámetro n
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donde vF es la velocidad de Fermi, siendo σ1 y σ2 las matrices de Pauli.
En esta ecuación, V (x) se ha interpretado como un potencial de dispersión
efectivo acoplado a un término de órbita de pseudoespín de la forma σ22θ,
donde σ2 la dirección del pseudogiro y 2̂θ el momento angular en dos di-
mensiones. Para cada superficie de Bour, se encontró que V (x) decae a cero
conforme x → ∞, mientras que V (x) funciona como una barrera potencial
cerca de x = 0. De hecho, se puede demostrar que para n ≥ 2, V (x) se
acerca a un potencial repulsivo de tipo Coulombico.

El comportamiento asintótico de los estados en x → ∞ se determina con
(7.1), que efectivamente corresponde a soluciones de una ecuación de Dirac
en un espacio-tiempo 1 + 1. Estos estados en términos de x se caracterizan
como ondas planas con un pseudoespín hacia arriba ↑ (o hacia abajo ↓)
dependiendo del valor positivo o negativo de la energía. Además, mediante
el formalismo de Lippmann-Schwinger, estudiamos los estados de dispersión,
dando lugar a un estado de dispersión dividido en una onda transmitida
y una reflejada. Esto se hace mediante la aproximación Born y Born de
orden superior. En particular, se observa que la onda reflejada transmuta la
dirección del pseudoespín, que denominamos interacción espín-órbita.

Además, a través de la corriente de Nöether Jµ, se determina la densidad
de probabilidad, J0, lo que nos permite argumentar que es más es proba-
ble encontrar fermiones de Dirac cerca del punto de dispersión; de hecho,
dentro de esta aproximación encontramos que la densidad de probabilidad
es proporcional a V (x). Ahora, a partir de las componentes espaciales de
Jµ, se determinan las corrientes incidente y dispersa para encontrar expre-
siones para la reflectancia R(E) y la transmitancia T (E), respectivamente.
Se encuentra que para las superficies de Bour B0, catenoide (o helicoidal)
y B1-Bour, existe un comportamiento habitual para la transmitancia y la
reflectancia, dando lugar al efecto de transmitancia total para grandes va-



106 CAPÍTULO 7. CONCLUSIONES

lores de energía. Aunque la barrera potencial en los casos B0 y B1 evoca
la situación habitual donde surge la paradoja de Klein, la diferencia radi-
ca en el acoplamiento con σ2 que aparece en (7.1), que acuñamos como la
ausencia de la paradoja de Klein [70]. Sin embargo, para las superficies de
Bour Bn con n ≥ 2, incluida la superficie clásica de Enneper, demostramos
que hay un punto de energía EK para el cual la transmitancia es igual a
T (EK) = 1, dando lugar a una manifestación de la paradoja de Klein, mien-
tras que para grandes valores de energía E 6 EK la transmitancia decae a
cero suprimiendo la conductancia por completo.

Cabe mencionar es que en esta tesis no contempla un análisis a nivel de la red
en la ecuación de Dirac, es decir, no toma en cuenta los defectos topológicos
que ocurren en realidad en todas las superficies de carbono con curvatura, sin
embargo, la inclusión de estos defectos se manifiestan como flujos magnéticos
(no abelianos) que salen en forma transversal a la superficie a través de la
inserción de anillos heptagonal. De esta manera, se considera el campo de
Dirac acoplado a un campo de norma no Abeliano, esto se reporta en el
artículo publicado [71].

El presente trabajo de investigación puede ampliarse de la siguiente manera.
Como sabemos el programa VASP tiene sus limitaciones para estructuras
como es nuestro caso por ende el primer paso sería explorar otras herra-
mientas como Quantum Espresso o Gaussian [62, 63] para realizar nueva-
mente la optimización de la estructura como la densidad de estados y así
comparar con nuestros resultados. Por otra parte, siguiendo una dirección
diferente, a través de la representación de Weierstrass-Enneper, podemos
proponer el estudio de la propagación de los grados de libertad electrónicos
en otras superficies mínimas como superficies mínimas simplemente perió-
dicas, k-noides o Schwartzitas que están más involucrados actualmente en
la investigación. En particular, para estas superficies, encontramos que el



107

factor conforme Λ(r, θ) depende intrincadamente de r y θ, por lo que no es
posible realizar una separación como en el caso de Bour [34]. Sin embargo,
podemos implementar métodos tradicionales como el elemento finito para
resolver la ecuación de Dirac

i!∂tΦ = −i
!vF
Λ

(
σ1∂rΦ+

1

r
σ2∂θΦ

)
. (7.2)

para estudiar otras propiedades electrónicas como la densidad de estados, la
conductividad de Kubo, etc.



Apéndice A

Programa VASP

Vienna Ab initio Simulation Package (VASP) es un programa de ordena-
dor escrito en Lenguaje FORTRAN para el modelado de materiales a escala
atómica a partir de los primeros principios [72–74]. VASP calcula una so-
lución aproximada a la ecuación de Schrödinger de muchos cuerpos, ya sea
dentro de la teoría funcional de densidad (DFT), o dentro del esquema de
Hartree-Fock (HF). En VASP, las cantidades centrales, como los orbitales de
un electrón, la densidad de carga electrónica y el potencial local se expresan
en conjuntos de base de onda plana. Las interacciones entre los electrones y
los iones se describen utilizando pseudopotenciales, o el método de Projec-
tor Augmented Wave (PAW). Más información sobre las características se
puede encontrar en [50].

A.1. Archivos de entrada

Para realizar un cálculo en VASP se necesitan cuatro archivos de entrada:
POSCAR, POTCAR, INCAR y KPOINT.
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El archivo POSCAR contiene la configuración inicial de la geometría de red

Figura A.1 : Estructura del archivo POSCAR.

y las posiciones iónicas [ver Fig. A.1]. La primera línea es una línea de co-
mentario, que puede ser el título del cálculo. La segunda línea es un factor
de escala universal que escala todos los vectores de red y todas las coorde-
nadas atómicas, o interpretado como el total volumen de la celda si es un
valor negativo. Las líneas tercera, cuarta y quinta son los vectores de red
que definen la celda unitaria del sistema. La sexta línea proporciona los sím-
bolos atómicos de los elementos químicos del sistema. La séptima línea es el
número correspondiente de átomos para las especies atómicas escritas en la
sexta línea. La octava línea es opcional, si se escribe “Selective Dynamics”,
entonces las siguientes líneas que representan las coordenadas de los átomos
son proporcionadas por las banderas adicionales “T” y “F”, lo que permite
que la coordenada(s) de este átomo cambie durante la optimización iónica
(usando T) o no (usando F). En caso de no escribir “Selective Dynamics”,
todos los átomos de los sistemas pueden cambiar sus coordenadas durante
la optimización por defecto. De esta manera la octava línea especifica que
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las coordenadas de los átomos están escritas en coordenadas cartesianas o
en coordenadas directas. Si está escrito como “Cartesian”, se usan las coor-
denadas cartesianas. Si está escrito como “Direct”, se usan las coordenadas
directas. Las siguientes líneas son las tres coordenadas para cada átomo. En
el modo directo, estos tres números se suministran valores, que se combinan
con los tres vectores básicos escritos en la tercera, cuarta y quinta líneas. La
línea de coordenadas debe ser consistente con la sexta línea que representa
los símbolos atómicos.

El archivo POTCAR es una lista de pseudopotenciales para cada átomo en
el sistema. Los pseudopotenciales para algunas especies de átomos son su-
ministrados por el paquete VASP [ver Fig. A.2]. Si el sistema tiene más de

Figura A.2 : Estructura del archivo POTCAR.

una especie atómica, el archivo debe ser la combinación de todos los pseu-
dopotenciales de los átomos. En el sistema UNIX, esto se puede realizar
usando el comando “cat”para obtener un archivo combinado. Los pseudo-
potenciales de los átomos deben estar en el mismo orden que los átomos del
archivo POSCAR, en el que la sexta línea representa los símbolos atómicos
del sistema.
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INCAR es el archivo de entrada central, que incluye la mayoría de las pa-
labras clave para los cálculos [ver Fig. A.3], por ejemplo: optimización, la
energía de corte, los parámetros de convergencia, cálculo SCF, DOS, pro-
piedades dieléctricas, etc. Los parámetros en el archivo pueden modificarse

Figura A.3 : Parámetros del archivo INCAR.

dependiendo del tipo de cálculo que se realice. Para obtener una lista de
todas las etiquetas consulte [50].

En el archivo KPOINTS se especifican los puntos que VASP utilizará para
muestrear la primera zona de Brillouin en el espacio recíproco. Por lo gene-
ral se utiliza una generación automática de k-mesh. La primera línea es una
línea de comentario. El cero en la segunda línea decide usar una generación
automática de k-puntos. La tercera línea indica el método a utilizar para la
generación, en este caso, el método Monkhorst-Pack [ver Fig. A.4].

A.2. Archivos de salida

Al finalizar un cálculo con VASP se generan los siguientes archivos: OUT-
CAR, CONTCAR, CHG, CHGCAR, WAVECAR, EIGENVAL, DOSCAR,
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Figura A.4 : Parámetros del archivo KPOINT.

OSZICAR, entre otros.

El archivo OUTCAR es el archivo de salida principal de VASP. La mayoría
de los datos de salida del cálculo se incluyen en este archivo. Contiene las si-
guientes partes: información de los archivos INCAR, POTCAR, POSCAR,
cálculo de los resultados de la distancia vecina más cercana y análisis de
simetría del sistema, información sobre la palabra clave INCAR analizada y
detallada, información detallada del trabajo, información de redes, puntos k
y posiciones iónicas, información de conjunto de bases, información pseudo-
potencial no local e información detallada de cada paso electrónico durante
la optimización; valores propios, carga, tensor de energía, etc.

Los archivos de salida CHG, CONTCAR y CHGCAR contienen informa-
ción gráfica del sistema en estudio, antes de la optimización estructural ini-
cial asignada a VASP (archivo CHG), después de la estabilización (archivo
CONTCAR) y el último archivo CHGCAR contiene la densidad de carga
electrónica en la configuración nuclear estabilizada. Estos archivos son com-
patibles con el programa VESTA 1 [51] para poder visualizarlos de manera
gráfica. El archivo CONTCAR se escribe y se actualiza después de cada
paso iónico. Contiene la geometría de red y posiciones iónicas después de la

1Visualization for Electronic and STructural Analysis
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optimización. Tiene un formato similar al archivo POSCAR y normalmente
escrito en coordenadas directas.

DOSCAR es un archivo de salida que contiene una tábula de tres columnas,
la primer columna contiene las energías de amarre de los electrones a los
núcleos, la segunda columna corresponde a la integral de la DOS, la tercera
columna es la DOS que nos da información del número de estados por uni-
dad de energía de la nube electrónica del sistema [ver Fig. A.5]. Para poder

Figura 2.5 : Estructura del archivo DOSCAR.

visualizar los resultados del archivo DOSCAR, podemos emplear cualquier
programa para obtener las funciones a partir de la tábula, podemos utilizar
GNUPLOT, XMGRACE, entre otros; lo recomendable es que sean progra-
mas que trabajen con imágenes de alta calidad para poder distinguir con
claridad los resultados. El archivo OSZICAR es una versión simplificada del
archivo OUTCAR que resume la información en una línea para cada pa-
so electrónico. En este archivo, el recuento de iteración, la energía total, el
cambio de la energía total se puede encontrar fácilmente.



Apéndice B

Red de Bravais

Un concepto fundamental en la descripción de cualquier sólido cristalino es el
de la red de Bravais, que especifica el arreglo periódico en la que se ordenan
las unidades repetidas del cristal. Las unidades pueden ser átomos individua-
les, grupos de átomos, moléculas, iones, etc., pero la red de Bravais resume
solo la geometría de la estructura periódica subyacente, independientemente
de cuáles sean las unidades reales. Damos dos definiciones equivalentes de
una red Bravais:

(a) Una red de Bravais es un arreglo infinito de puntos discretos con un
ordenamiento y orientación, que parece exactamente la misma, desde
cualquier punto de observación.

b) Una red de Bravais (tridimensional) es aquella formada por todos los
puntos con vectores de posición R de la forma:

R = n1a1 + n2a2 + n3a3, (B.1)

donde a1, a2 y a3 son cualquiera tres vectores que no están todos en el
mismo plano, y n1, n2 y n3 varían a través de todos los valores enteros.
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Los vectores ai que aparecen en la definición (b) de una red de Bravais son
llamados vectores primitivos y se dice que éstos generan la red [45].

Figura A.1 : Los cinco tipos diferentes de red de Bravais: a) Hexagonal,
b) Cuadrada, c) Rectangular, d) Rectangular centrado, donde las líneas
discontinuas forman un rectángulo y e) Oblicua.



Apéndice C

Cálculo de la función de
Green

Comencemos con la ecuación

(E − vFσ1p̂x)G(x, x′, E) = δ(x− x′), (C.1)

donde el operador p̂x = −i!∂x y recordemos que la relación de dispersión
viene dada por E = ±!vF |k|. Ahora definamos la función g0(x, x′, E) de
manera que

G(x, x′, E) = (E + vFσ1p̂x) g0(x, x
′, E), (C.2)

sustituyendo (C.2) en (C.1) se obtiene

(!vF )2
(
−∂x2 + k2

)
g0(x, x

′, E) = δ(x− x′), (C.3)

observemos que (C.3) es la ecuación de Green-Helmholtz, y la solución está
dado por [75]

g0(x, x
′, E) =

1

2i(!vF )2|k|
ei|k||x−x′|. (C.4)
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Cálculo de la aproximación
de Born de orden superior

D.1. Cálculo de los términos τn+1(p)

Comenzamos con la ecuación (6.15)

τn+1 (p) = (!vF )n+1(2π)n
∑

q(1),··· ,q(n)

σ2mδmm(1)Ũ
(
p− q(1)

)

×
(

n−1∏

*=1

G(q(*))σ2m
(*)δm(&)m(&+1)Ũ

(
q(*) − q(*+1)

))
G(q(n))

× σ2vµ·σfm(n)m(n)Ũ
(
q(n) − σ |k|

)
, (D.1)

donde hemos sustituido la expresión (6.16) y (6.17). Aprovechando los del-
tas de Kronecker δm(&)m(&+1) podemos simplificar la última expresión de la
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siguiente manera

τn+1 (p) = (!vFm)n+1fm

∫ ( n∏

*=1

dq(*)

2π

)
σ2Ũ

(
p− q(1)

)
(D.2)

×
(

n−1∏

*=1

G(q(*))σ2Ũ
(
q(*) − q(*+1)

))
G(q(n))σ2vµ·σŨ

(
q(n) − σ |k|

)
.

Ahora, organizamos las integrales en la siguiente estructura anidada

τn+1 (p) = (!vFm)n+1fm

∫
dq(1)

2π
σ2Ũ

(
p− q(1)

)
G
(
q(1)
)
U (1)

(
q(1)
)
σ2vµ·σ,

(D.3)

donde U (1)(q(1)) está escrito en términos de U (2)(q(2)), y así sucesivamente.
En general, uno tiene la siguiente definición

U (*)
(
q(*)
)
=

∫
dq(*+1)

2π
σ2Ũ

(
q(*) − q(*+1)

)
G
(
q(*+1)

)
U (*+1)

(
q(*+1)

)
,

donde 2 = 1, 2, · · · , n − 1 y U (n)(q(n)) = Ũ(q(n) − σ|k|). A continuación,
procedamos a calcular U (n−1)(q(n−1)). La integral involucrada en esta can-
tidad se puede realizar usando integración compleja, reemplazando q(n) por
la variable compleja z

U (n−1)(q(n−1)) = i

∫

Γ1

dz

2πi
σ2Ũ

(
q(n−1) − z

)
G (z) Ũ (z + |k|) , (D.4)

donde hemos puesto σ = −1 ya que tenemos una onda izquierda inicial.
La integración compleja de contorno Γ1 se elige como se muestra en el lado
izquierdo de la Fig. D.1 ya que excluimos los puntos donde el argumento de
la transformada de Fourier es cero. Observemos que Ũ(0) =

∫∞
−∞ dxU(x) es

estrictamente divergente ya que U(x) es un potencial de largo alcance que
para todas las superficies de Bour decae como 1/x.
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Figura C.1 : Curvas de contorno Γ1 y Γ2 para las integrales complejas en el
plano z (D.4) y (D.5).

La función de Green G(p) en el espacio de momentos se puede escribir como

G(p) =
µ

!vF
|k|+ µσ1p

[p− (|k|+ iε)] [p+ (|k|+ iε)]
,

donde µ = ± representa los estados de energía positiva y negativa, y uno
puede identificar dos polos en |k|+ iε y −|k|− iε. Usando el teorema integral
de Cauchy no es difícil demostrar que

U (n−1)(q(n−1)) = Ũ
(
q(n−1) − |k|

) iµ

!vF
Ũ (2 |k|)σ2Pµ,

donde Pµ = 1
2(1 + µσ1) es un proyector. Ahora, para ser transparentes en

el cálculo, insertemos este resultado en la integración por la variable q(k−1),
resultando como

U (n−2)(q(n−2)) =

∫
dq(n−1)

2π
σ2Ũ

(
q(n−2) − q(n−1)

)
G
(
q(n−1)

)
Ũ
(
q(n−1) − |k|

)

× iµ

!vF
Ũ (2 |k|)σ2Pµ.

Aunque la integración es similar a la anterior, conviene realizar el cambio
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de variable q(n−1) → −q(n−1), por lo tanto, la integración da como resultado

U (n−2)(q(n−2)) =

∫
dq(n−1)

2π
σ2Ũ

(
q(n−2) + q(n−1)

)
G
(
−q(n−1)

)
Ũ∗
(
q(n−1) + |k|

)

× iµ

!vF
Ũ (2 |k|)σ2Pµ, (D.5)

donde Ũ∗(k) = Ũ(−k) es el complejo conjugado. Ahora, procedemos a
calcular esta integral usando nuevamente la integración compleja como la
integración anterior. El resultado es el mismo excepto que Pµ cambia en
P−µ, es decir,

U (n−2)(q(n−2)) = Ũ
(
q(n−2) + |k|

)( iµ

!vF

)2 ∣∣∣Ũ (2 |k|)
∣∣∣
2
σ2P−µσ2Pµ,

donde |·| es la norma compleja. Ahora, mediante un proceso iterativo, se
puede concluir que

U (1)(q(1)) = Ũ
(
q(1) + (−1)n−1 |k|

)( iµ

!vF

)n−1

B(n)
µ ,

donde

B(n)
µ =






∏(n−1)/2
j=1

[∣∣∣Ũ (2 |k|)
∣∣∣
2
σ2P−µσ2Pµ

]
, para n impar,

Ũ (2 |k|)σ2Pµ
∏(n−2)/2

j=1

[∣∣∣Ũ (2 |k|)
∣∣∣
2
σ2P−µσ2Pµ

]
, para n par.

(D.6)

Tenga en cuenta que (D.6) se puede simplificar aún más como consecuencia
de la siguiente álgebra σ2 = Pµ = P−µσ2, de este modo, σ2P−µσ2Pµ =

Pµσ22P = P2
µ = Pµ. Usando esta álgebra y la propiedad P2

µ = Pµ, se obtiene

B(n)
µ =






∣∣∣Ũ (2 |k|)
∣∣∣
n−1

Pµ, para n impar,

Ũ (2 |k|)
∣∣∣Ũ (2 |k|)

∣∣∣
n−2

σ2Pµ, para n par.

Ahora, sustituimos U (1)(q(1)) en la ecuación (D.3). Procedemos a realizar el
cálculo para n casos pares e impares utilizando la misma estrategia utilizada



D.2. CÁLCULO DE LOS TÉRMINOS CN+1(X) 121

para calcular las integrales sobre las variables q(k) y q(k−1). Además usamos
la propiedad Pµvµ = vµ y σ2v−µ = iµvµ. Así, el resultado del (n+ 1)-ésimo
término corresponde a las expresiones en (6.19) y (6.20).

D.2. Cálculo de los términos Cn+1(x)

El punto de partida para calcular los términos Cn+1(x) corresponde a la
integral de Fourier

Cn+1(x) =

∫
dp

2π
eipxG(p)τn+1(p), (D.7)

en los casos n par o impar. Para n impar, usamos la ecuación (6.19), ha-
cemos el cambio de variable p → −p, y realizamos la integración compleja
usando el contorno Σ2. En cambio, para n par, usamos la ecuación (6.20),
y la integración compleja se realiza usando el contorno Σ1. De esta manera,
obtenemos las expresiones deseadas (6.24) y (6.25), respectivamente.



Apéndice E

Parametrización explícita

En esta sección, mostramos las parametrizaciones explícitas para las super-
ficies; Catenoide, Helicoide, B1 y Enneper en coordenadas polares (r, θ),
siguiendo [76]. para el catenoide

Xc(r, θ) =

(
α

2

(
1

r
+ r

)
cos θ,

α

2

(
1

r
+ r

)
sin θ,−α log r

)
; (E.1)

para el helicoide

Xh(r, θ) =

(
β

2

(
r − 1

r

)
sin θ,

β

2

(
r − 1

r

)
cos θ,βϕ

)
; (E.2)

para la superficie de Enneper

Xe(r, θ) =

(
r cos θ − r3

3
cos 3θ,−r sin θ − r3

3
sin 3θ, r2 cos 2θ

)
; (E.3)

y para la superficie B1

Xb(r, θ) =

(
log r − r2

2
cos 2θ,−θ − r2

2
sin 2θ, 2r cos θ

)
, (E.4)

Usando estas parametrizaciones, Xc,Xh,Xb y Xe, se dibujan las superficies
con ayuda de Mathematica.
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The existence of a curved graphene sheet with the geometry of a Bour surface Bn is supposed, such as the
catenoid (or helicoid), B0, and the classical Enneper surface, B2, among others. In particular, in this paper, the
propagation of the electronic degrees of freedom on these surfaces is studied based on the Dirac model coupled
to a non-Abelian gauge field that captures topological defects present on each of the surfaces. As a consequence
of the polar geometry of Bn, it is found that the geometry of the surface causes the Dirac fermions to move as
if they would be subjected to an external potential coupled to a spin-orbit term. The geometry-induced potential
is interpreted as a barrier potential, which is asymptotically zero. Furthermore, the behavior of asymptotic Dirac
states and scattering states are studied through the Lippmann-Schwinger formalism. It is found that for surfaces
B0 and B1, the total transmission phenomenon is found for sufficiently large values of energy, while for surfaces
Bn, with n ! 2, it is shown that there is an energy point EK where Klein’s tunneling is realized, while for energy
values E ! EK it is found that the conductance of the hypothetical material is completely suppressed. In addition,
for a large number, N , of topological defects the transmission decays as N−2 as far as energy values are different
than EK .

DOI: 10.1103/PhysRevB.108.195421

I. INTRODUCTION

One of the intriguing properties of graphene, among many
others [1,2], is that the charge carriers can be described by
quasiparticles with the same behavior as relativistic Dirac
fermions at the low-energy regime [3]. This fact had been
theoretically predicted when it was shown that Dirac’s field
theory emerges [4,5] from Wallace’s tight-binding model
[6,7]. These characteristics of graphene allowed for establish-
ing an analogy with relativistic quantum phenomena [8]. Even
more so, it is possible to think of graphene as the mother of
other graphitic materials since it can fold up to form fullerenes
[9,10], roll up into carbon nanotubes [11], and stack up to
shape graphite. Furthermore, using concepts from geometry
and topology, carbon nanostructured curved materials can be
created with unique properties [12,13]. Indeed, curved carbon
materials were proposed more than a decade before the ad-
vent of groundbreaking graphene [14]. Although there is still
no experimental synthesis of these nanostructured materials,
there is a good expectation [15] that there will be so with
technological advancement [13,16,17].

The possibility of studying quantum phenomena on curved
space-times was also raised [18] with the logical implication
to explore gravitational analogs phenomena in tabletop ex-
periments [19,20], for instance, through the conformal-gauge
symmetry encoded in the 2 + 1 Dirac theory [21,22], the

*Corresponding author: pcastrov@unach.mx

intrinsic curvature of the graphene sheet gives up a gen-
eral relativistic description of fermionic degrees of freedom,
whereas the electronic properties of a sheet with a shape of
a Beltrami trumpet [23] is interpreted as the Unruh-Hawking
effect [24–26], forasmuch under a specific external magnetic
field the space-time metric is described by a Zermelo optical
metric which is conformally equivalent to the BTZ black hole
metric [22], where also Hawking-radiation phenomena can
be explored [27]. Likewise, using a variation of the hopping
parameters in the tight-binding model, an emergent Horava
gravity arises [28]. Additionally, a simulation of quantum
gravity analogs can be achieved when chiral symmetry is
broken; that is, when it considers trigonal warping of the
electronic spectrum [29,30]. From the condensed matter per-
spective, the Dirac equation in the curved space is a natural
model for studying the electronic properties of the graphene
sheet when undulations [31–34] and topological defects are
present; for instance, one can address the problem of im-
purities and topological defects [35,36]; in fact, the QFT
formulation on the curved space might also describe the ex-
ternal strain acting on the material [37]. Furthermore, the
corrugations on a curved sheet of graphene give up the appear-
ance of a pseudomagnetic field [18,38], which is proportional
to the Ricci scalar curvature [39,40].

Geometric and topology effects on the behavior of quan-
tum states have been quite interesting to the community for
a while. For example, by formulating Schrödinger quantum
mechanics on curves and surfaces using confining potential
formalism [41–43], the quantum states are analyzed for

2469-9950/2023/108(19)/195421(19) 195421-1 ©2023 American Physical Society
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particles confined to a helix, catenary, helicoid (or catenoid),
and Möbius strip [44–47]. Also, evidence was found for
reminiscences of an analogous quantum Hall effect when
bending a strip helically [48,49]. At the same time, motivated
by the physics behind a wormhole space-time in general
relativity [50], the catenoid was shown to be the analogous
wormhole model in 2 + 1, while the external electric and
magnetic background fields on the catenoid material give up
bound states around the bridge and produce modified Landau
levels [51]. From the intrinsic perspective, [52], a geometry-
induced potential for Dirac fermions is deduced from the
intrinsic geometry of the helicoid, resulting in the emergence
of a pseudoelectric field near the potential minima giving rise
to a chiral separation on the opposite rims of the helicoid [53].

The helicoid and catenoid are isometric surfaces belonging
to the family of minimal surfaces, those surfaces that mini-
mize area or, equivalently, those such that mean curvature is
zero at each point on the surface, implying a negative Ricci
scalar curvature. Also, minimal surfaces are solutions of the
Willmore shape equation used to describe the conformation
of soft surfaces in biophysics [54]. These surfaces were pro-
posed three decades ago as representations of nanostructured
allotropes of carbon obtained by decorating a minimal surface
with carbon arrangement such as the triply periodic minimal
surface by considering the inclusion of octagon rings in the
carbon lattice structure [14]. Here, we assume that minimal
surfaces are stable nanostructured graphitic shapes [12]; par-
ticularly, we focus on a subset of this family known as Bour
surfaces [55] where the catenoid, helicoid, or the classical En-
neper surface belong, among other surfaces, all characterized
by their polar symmetry. As a consequence of the symmetry
and the Weierstrass-Enneper (WE) representation [56], we
can simplify the Dirac model in terms of two Dirac equations
to study the electronic degrees of freedom in each of the
valleys. Furthermore, we determine a geometry-induced po-
tential for the Bour surface that generalizes that found for the
helicoid [53]. In particular, we study the propagation of Dirac
waves, in each valley, using the Lippmann-Schwinger (LS)
equation along the latitudinal lines of the hypothesized mate-
rial to address the problem of elucidating the role of geometry
in the scattering states and the conductance of the material.

This paper is organized as follows. Section II introduces
the noncoordinate basis notation and the WE representation
for a minimal surface. These elements are necessary so that in
Sec. III, we can write the Dirac equation in space-time M =
R × !, where ! is a surface of Bour. In Sec. IV, the Dirac
equation is rewritten so it can be interpreted as the equation
for a Dirac fermion subjected to a repulsive potential coupled
to a spin-orbit term. Furthermore, the asymptotic Dirac states
are determined and used as initial states in Sec. V to determine
the scattered states based on the LS formalism. Furthermore,
in Sec. VI, the transmittance and reflectance coefficients are
calculated using the Nöether current. In Sec. VII, conclusions
and perspectives are presented; also, Appendices A–C have
been added.

II. GEOMETRICAL PRELIMINARIES

This section introduces geometrical preliminaries suitable
to set up the analysis of electronic degrees of freedom for

curved Dirac materials performed here. Particularly, it in-
troduces the tetrad formalism for the geometry of a 2 + 1
space-time, which allows us to write the Dirac equation on a
curved space-time associated with the curved Dirac material.
Additionally, the WE representation of a minimal surface,
! ⊂ R3, is presented; it particularly introduces the Bour sub-
family of minimal surfaces. These surfaces are introduced,
since we shall analyze the electronic propagation on materials
associated with the space-time R × !.

A. Tetrad formalism for a 2 + 1 space-time

First, we introduce local coordinate bases for a 2 + 1
space-time geometry M. For the tangent space TpM, let the
set {∂µ} be a local coordinate basis, whereas the set {dxµ} the
corresponding basis for the cotangent space T ∗

p M. Here, p ∈ M
and the biorthogonality condition dxµ(∂ν ) = δµ

ν is satisfied.
The Greek indices µ split in the chosen local coordinate patch.

The following presents a noncoordinate basis for the
tangent space as the set {êA = eµ

A∂µ}, where the capital Latin
indices A are global indices A = 0, 1, 2, and the coefficients
sort up in a matrix structure E , building up an element of
GL(3,R). These coefficients, called vielbeins, are attached
to a local patch of the manifold M. The noncoordinate
basis is defined in such a way that it diagonalizes the
metric tensor g = gµνdxµ ⊗ dxν , that is, g(êA, êB) = ηAB,
where ηAB = diag(−1, 1, 1) is the Minkowski space-time
metric. This means that one can write the metric tensor
components as gµν = ηABeA

µeB
ν , where eA

µ are the elements
of the inverse matrix E−1. Additionally, the corresponding
noncoordinate basis for the cotangent space is defined as
the set {θ̂A = eA

µdxµ}. Now, the tensor metric can be written
as g = ηABθ̂A ⊗ θ̂B, that is clearly diagonal. Remark that
given a metric tensor g, the covectors θ̂A are not uniquely
determined since there is a gauge freedom to choose θ̂A or
'B

Aθ̂A, where 'B
A ∈ SO(2, 1) is a local element of the Lorentz

group [57].
Now, let us introduce a connection one-form ωA

B = )̂A
CBθ̂C ,

where )̂A
BC are the coefficients of the affine connection, ∇,

defined through the equation ∇AêB = )̂C
ABêC . The connection

one-form encodes geometrical information of M through the
Maurer-Cartan structure equations, which are given by

d θ̂A + ωA
B ∧ θ̂B = T A, (1)

dωA
B + ωA

C ∧ ωC
B = RA

B, (2)

where T A and RA
B are the torsion and Riemann curvature of

the manifold, respectively. Further, the connection one-form
written in the local coordinate basis looks like ωAB = ωAB

α dxα ,
where ωAB = ηBCωA

C . Note that under a local Lorentz trans-
formation, ', the connection one-form transform as ω′A

B =
'A

CωC
D'D

B + 'A
C∂µ'D

B , where 'D
B ≡ ('−1)D

B . Furthermore, if
one asks for a Levi-Civita affine connection ∇, one has
the metric compatibility condition ∇X g = 0 for any vec-
tor field X . This implies the conditions ωAB = −ωBA and
T A = 0 [58].
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B. Weierstrass-Enneper representation for a minimal
surface, and Bour surfaces

Minimal surfaces are mathematical surfaces in the space
corresponding to minimizing area surface or surfaces min-
imizing the Willmore energy [54]. The geometry of these
surfaces is determined using the WE representation follow-
ing Ref. [56]. The WE representation of a minimal surface
can be cast in terms of the mapping X : + ⊂ C → ! ⊂ R3

defined by

X(ω) = X0 + Re
∫ ω

ω0

!(ω)dω, (3)

with ω ∈ +, where + is a simply connected domain +. The
differential volume dω represents an appropriate measure
for +; Re, and Im denote the real and imaginary parts, re-
spectively. The function !(ω) can be written in terms of a
holomorphic function F (ω) as

!(ω) = ((1 − ω2)F (ω), i(1 + ω2)F (ω), 2ωF (ω)), (4)

where F (ω) is called Weierstrass function. The Gauss map
using this WE representation is given by the normal vector
field N(ω) = (2Reω, 2Imω, |ω|2 − 1)/(1 + |ω|2). Addition-
ally, by taking the real and imaginary parts of ω = u + iv ∈ C,
respectively, it can be defined as a local patch with local
coordinates {u, v}.

Given a specific Weierstrass function F (ω), one can deter-
mine the parametrization X(ω), which allows us to determine
the whole extrinsic and intrinsic geometry of !. For instance,
the main feature of a minimal surface is the vanishing mean
curvature, H = 0. Furthermore, the intrinsic geometry of a
minimal surface is described in terms of the metric ten-
sor, introduced here, through the square of the line element
ds2 = gabdξ adξ b, where the metric tensor components, gab,
are calculated using the equation gab = ∂aX · ∂bX, with in-
dices a, b = u, v. Using the above parametrization of WE
representation, it can be shown that ds2 = '2(ω)|dω|2, where
|dω|2 = du2 + dv2, and the conformal factor, '2(ω), is given
by '2(ω) = |F (ω)|2(1 + |ω|2)2. Thus, WE representation al-
ready gives local isothermal coordinates that always exist in
a two-dimensional manifold [59]. In addition, the Gaussian
curvature is given by K = −4/|F (ω)|2(1 + |ω|2)4 for points
ω ∈ +′, where the set of regular points is given by +′ =
{ω ∈ + : F (ω) ,= 0}. In the following, we focus on a subfam-
ily of minimal surfaces known as Bour’s minimal surfaces
[55,56] defined through the Weierstrass function F (ω) =
cωn−2, where c ∈ C and n ∈ R. In this subfamily belong the
catenoid with n = 0 and c = R0/2, R0 being the radius of the
neck; the helicoid with n = 0 and c = iα, α being the pitch
of the helicoid, and the Enneper surface with n = 2, c = 1.
Also, it is known that n and −n represent the same Bour
surface; thus, it is enough to consider the cases n ! 0 [55].
Notice that in the case of the Bour’s surfaces, the conformal
factor depends just on the norm |ω| =

√
u2 + v2, thus it is

convenient to use polar coordinates, (r, θ ), defined as usual,
r = |ω| and θ = arctan(v/u). The conformal factor is just
given by

'(r) = |c|rn−2(1 + r2), (5)

FIG. 1. Negative of Gaussian curvature [Eq. (6)] vs radial coor-
dinate r for the cases n = 0, 1, 2. The figure also shows examples
of minimal Bour surfaces from top to bottom: classical Enneper, B1-
Bour, catenoid, and helicoid surfaces, respectively. All the surfaces
inset have a finite value of curvature.

where we recall c ∈ C and n ! 0 are parameters that give a
specific Bour’s surface. Now, the Gaussian curvature of these
surfaces is given by

K (r) = − 4

|c|2r2(n−2)(1 + r2)4 . (6)

By inspection, one can see that the Gaussian curvature is finite
for r ∈ R for the cases n = 0, 1, 2 [see Fig. 1], while for n > 2
all the Bn-Bour surfaces have a singular curvature at r = 0.
In addition, since Gaussian curvature has units of the inverse
square of the length |c|, it gives a natural length unit for a
Bour surface. Note that the catenoid and helicoid have the
same Gaussian curvature since these surfaces are isometric. In
addition, denoting dA = √

gdrdθ the area element, let us note
that the total curvature of each Bour surface ! has the same
value, that is,

∫
!

dA K = −4π ; however, this does not mean
that they have the same topology, for instance, the Enneper
surface is simply connected but catenoid is not [60].

III. DIRAC FIELD ON THE CURVED
SPACE-TIME M = R × "

This section introduces the Dirac model on a space-time
geometry with the global structure M = R × !, where ! is a
minimal surface. Later, ! is specified as a specific member of
the Bour minimal surface family.

A. Dirac model with an artificial SU(2) gauge field
on the material curved space-time

The starting point is the Dirac equation iγ α∇αψ = 0, de-
fined on a 2 + 1 space-time M, where γ α (x) = γ Aeα

A(x) for
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x ∈ M, where eα
A are the vielbeins introduced in the previous

section and γ A being the Dirac matrices that satisfy the Clif-
ford algebra

{γ A, γ B} = 2ηAB1, (7)

where γ A have range 2 and 1 is the unit diagonal matrix. A
suitable representation of the Dirac matrices in 2 + 1 space-
time dimension that satisfy the Clifford algebra Eq. (7) is
given by the matrices γ 0 = −iσ3, γ 1γ 0 = σ1 and γ 2γ 0 = σ2,
where σi, are the standard Pauli matrices, with i = 1, 2, 3. In
addition, ∇α is the covariant derivative for the spinor repre-
sentation of the Lorentz group SO(2, 1) acting on the Dirac
spinors as ∇αψ , where ∇α = ∂α + +α , +α = 1

8ωAB
α [γA, γB]

being the spin connection, and ωAB
α are the components of the

Maurer-Cartan one-form connection defined in the previous
section.

To introduce the Dirac model on the curved material, let us
remark that on the curved sheet of graphene, two Dirac fields
are presented, 1↑ and 1↓, in a SU(2) color doublet

χ =
(

1↑
1↓

)
(8)

to consider valley degrees of freedom. Dirac spinors 1↑ and
1↓ contribute equally whenever the valley symmetry has not
been broken. Thus, strictly speaking, the propagation of the
electronic degrees of freedom is given by

i)µ∇µχ = 0, (9)

where the Dirac matrices now are )µ = γ µ ⊗ 1, and the
spinorial covariant derivative ∇µ = 1 ⊗ 1∂µ + +µ ⊗ 1 [61].
Furthermore, for the nanostructured material to preserve the
topology of a minimal surface, it is necessary to insert hep-
tagonal rings [14]; this is because this class of surfaces has
negative Gaussian curvature at each point. Although our work
does not contemplate an analysis at the lattice level, as does
the tight-binding model, it is known that such intrusions
are considered topological defects, which modify the energy
spectrum and the number of states [62].

At the level of the continuous model, the topological de-
fects manifest as non-Abelian magnetic fluxes that go out
transversally to the surface through the heptagonal incisions
[18,35,63,64]. Thus, we ask whether this non-Abelian gauge
field influences the Nöether current used below for the trans-
mittance analysis. The Dirac field coupled with a non-Abelian
gauge field is considered to answer this question,

i)µ(∇µ − iAµ)χ = 0, (10)

where Aµ is the non-Abelian gauge field taking values in the
Lie algebra of SU(2), which strictly must be written as 1 ⊗
Aµ, and χ turns out to be a SU(2) color doublet that contains
the two-component of the Dirac spinor mentioned above. In
the continuum limit, we consider the approximation that the
field is zero in the neighborhood of a finite flux traversing a
section with effective area zero, thus the artificial non-Abelian
gauge field is considered as a pure gauge field [64]

Aµ(x) = iU −1(x)∂µU (x), (11)

where U (x) is a local element of the group SU(2). Note that
the strength tensor Fµν = ∇µAν − ∇νAµ − i[Aµ,Aν] is lo-
cally zero for the gauge field Eq. (11), but the flux is different

than zero to take into account the topological defects. Next, we
choose a coordinate chart and specific gauge field to approach
this problem.

B. Polar coordinates and the gauge field on M = R × "

The metric of the space-time R × ! using polar coordi-
nates is written through the square of the line element as
follows:

ds2 = −v2
F dt2 + '2(r, θ )(dr2 + r2dθ2). (12)

The local indices, in this case, can be split as α = t, r, θ .
From the metric Eq. (12), one can easily read θ̂0 = vF dt ,
θ̂1 = 'dr and θ̂2 = 'rdθ , from where one can extract the
components of the vielbeins eA

µ [65]. Also, recall that once
θ̂A have been chosen, the gauge associated with the Lorentz
invariance is fixed. Now, from the Maurer-Cartan Eq. (1) and
the torsionless condition, one can obtain d θ̂0 = 0, and

d θ̂1 + 'θ

'2r
θ̂1 ∧ θ̂2 = 0, (13)

d θ̂2 +
('r)r

'2r
θ̂2 ∧ θ̂1 = 0, (14)

where (X )r ≡ ∂rX . Now, from Eq. (13) one can deduce ω1
0 =

0 and ω1
2 = 'θ

'2r θ̂
1 + X θ̂2 for some local function X , whereas

from Eq. (14) one can deduce that ω2
0 = 0 and ω2

1 = ('r)r
'2r θ̂2 +

X̃ θ̂1. Now, we use the metric condition, ωAB = −ωBA, thus
one can determine X and X̃ , turning that the only nonzero
components of the connection one-form are

ω12 = −ω21 = 'θ

'2r
θ̂1 −

('r)r

'2r
θ̂2. (15)

These components expressed in local coordinates are given
by ω12

r = −ω21
r = 1

r ∂θ log ' and ω12
θ = −ω21

θ = − 1
'

∂r ('r).
Consequently, the spin connection +α is given simply by
+t = 0, +r = i

2
1
r ∂θ (log ')σ3, and +θ = − i

2
1
'

∂r ('r)σ3.
The above coordinates (r, θ ) are particularly useful for the

Dirac model since the conformal factor ' for the Bour’s min-
imal surface family depends just on the coordinate r. In this
case, due to the polar symmetry, the non-Abelian gauge field
must be of the form Aθ = ϕ

2π
τ2, At = Ar = 0, as suggested

in Refs. [62,63], where τ2 is the second Pauli matrix in the
space of the two Dirac points. This field can be written like
the previous expression Eq. (11) using the group element
U = e−iθ ϕ

2π
τ2 .

Now we use all this information to write an explicit ex-
pression for the Dirac Eq. (10) in polar coordinates. Denoting
the 2 + 1 doublet Dirac spinor by χ and now performing the
transformation χ = r− 1

2 '− 1
2 5, we can show that the Dirac

equation can be written as

ih̄∂t5 = −i
h̄vF

'

(
σ1∂r5 + 1

r
σ2

(
∂θ − i

ϕ

2π
τ2

)
5

)
. (16)

Following the same strategy as Ref. [63], i.e., by passing to the
basis of eigenvectors of τ2, the above equation can be written
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as the two Dirac equations

ih̄∂t5
τ = −i

h̄vF

'

(
σ1∂r5

τ + 1
r
σ2

(
∂θ − i

τϕ

2π

)
5τ

)
, (17)

where τ = ± is the valley index and the eigenvalues of τ2.
As we can appreciate in Eq. (17), the topological defects are
taken into account by introducing an effective non-Abelian
gauge flux ϕ in two Dirac equations. Since, in the present
paper, we lack specific lattice geometry, one cannot infer a
value for the artificial flux ϕ as it is performed in previous
works [62,63]. However, according to Ref. [64], the value of
each individual flux is classified in two forms ±π

2 and ±π
6 ,

depending on the disposition of the defects in the lattice; if one
has N heptagons intrusions, the value of the effective fluxes
in each case correspond to ϕ

2π
= ±N

4 and ϕ
2π

= ± N
12 . Since

the lattice geometry of Bour surfaces is presently unknown,
we will utilize these values as working examples for the time
being and defer the construction of particular lattices to future
research.

IV. GEOMETRY-INDUCED POTENTIAL
AND ASYMPTOTIC STATES ON THE BOUR’S

MINIMAL SURFACES FAMILY

This section determines the geometry-induced potential
and the Dirac asymptotic states on the Bour’s minimal surface.
These states are defined as the solutions of the Dirac equation
for r → ∞.

A. Dirac fermions under effective potential

Our starting point is the Dirac equation on polar coordi-
nates deduced above Eq. (17), where the conformal factor
'(r) is given just by Eq. (5). Since the conformal factor
depends on just one of the coordinates, one can make a further
change of variables using the transformation

xn(r) =
∫

'(r)dr = |c|
[

rn−1

n − 1
+ rn+1

n + 1

]
(18)

for n ,= 1, while for n = 1 the appropriate change of variable
is x1(r) = |c|(log r + 1

2 r2). One can verify that these trans-
formations are injective maps; thus, one can guarantee the
existence of their corresponding inverse functions r = r(x),
where x would be defined in an appropriate domain Dx. Us-
ing this variable, each Dirac equation from Eq. (17) can be
simplified as

ih̄∂t5
τ = vF σ1 p̂x5

τ + vF σ2V (x)Ĵθ ,τ5
τ , (19)

where p̂x = −ih̄∂x is a linear momentum operator and Ĵθ ,τ =
6̂θ + τϕ

2π
h̄ is a total angular momentum, being 6̂θ = −ih̄∂θ the

two-dimensional angular momentum operator and τ ϕ
2π

h̄ a val-
ley pseudospin. Noticeably, the second term of this equation
can be interpreted as an effective potential; although this term
comes entirely from the intrinsic geometry of the surface,
this potential is geometry induced. The effective potential is
given by

V (x) = 1
r(x)'(r(x))

. (20)

FIG. 2. Effective potential [Eq. (20)] vs coordinate x Eq. (18) for
the classical Enneper (n = 2), B1-Bour, n = 1, and catenoid (heli-
coid) (n = 0).

This potential generalizes the effective potential found in
Ref. [53] for the helicoid.

Let us note that for those cases with n ! 2, such as the clas-
sical Enneper surface, the domain of the variable x is R+ [see
Eq. (18)]. Thus, it is useful to define an extension to the whole
reals defining U (x) = V (x) for x ! 0 and U (x) = V (−x) for
x " 0 as an extension for x ∈ R. This construction makes the
potential symmetric, and the Dirac equation for this exten-
sion turns out to be ih̄∂t5

τ = vF σ1 p̂x5
τ + vF σ2U (x)Ĵθ ,τ5

τ ,
which reduces to Eq. (19) for x ! 0.

Now, we deduce the main characteristics of the effective
potential V (x). Using the conformal factor Eq. (5) and the
change of variable x(r), it can be shown that near x ≈ 0 for
the catenoid (or helicoid) surface with n = 0, the potential is
V (x) ≈ c, where c is a positive constant; for B1-Bour surface
n = 1, the potential is linear V (x) 2 mx + b, with a negative
slope m and a positive y-intercept b; and for any Bour surface
with n > 1, the effective potential behaves as V (x) = c/((n −
1)x) for some positive constant c. Therefore, the potential
V (x) is a scattering potential. Furthermore, we are interested
in the states far away from the center x = 0 to use them
as initial states propagating along the surface. Additionally,
one can verify that the effective potential, V (x), vanishes for
x → ∞ for all n ! 0. Figure 2 plots the geometry-induced
potential for the first three cases n = 0, 1, 2.

a. Example B0 (catenoid/helicoid). Let us note that, for
example, in the case of the catenoid (or helicoid) n = 0 and
|c| = R0/2, one has x = R0

2 (r − r−1), where the domain is the
whole R and recall R0 is the radius of the neck of the catenoid.
Using the expression for the conformal factor Eq. (5) and the
generalized effective potential Eq. (20), it is straightforward
to show that V (x) = 1/

√
x2 + R2

0, which satisfies the quali-
tative characteristics deduced above. Note that this effective
potential is the same found in Ref. [53].
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b. Example (B1-Bour surface). Let us note that, for exam-
ple, in the case of B1-Bour surface n = 1 and choosing c = 1,
one has x = log r + 1

2 r2, where the domain is the whole R.
One can express r in terms of x using the principal value of
the Lambert W function r2 = W (e2x ). Using the expression
for the conformal factor Eq. (5) and the generalized effective
potential Eq. (20), it is straightforward to show that V (x) =
1/(1 + W (e2x )), which satisfies the qualitative characteristics
deduced above.

c. Example B2 (Enneper surface). Now, for the Enneper
classical surface n = 2 using c = 1, one has

x = r + r3

3
. (21)

Let us note that contrary to the previous examples, in this
case, the domain of this variable x ∈ R+. Using the expression
for the conformal factor Eq. (5) and the generalized effective
potential Eq. (20) is V (x) = 1/(r(x) + r3(x)), thus one needs
to find the positive root of a third-order polynomial Eq. (21).
The effective potential in terms of x is given explicitly by

V (x) = 1

3x + 2
2
3
(
R

1
3
−(x) − R

1
3
+(x)

) , (22)

where R±(x) =
√

9x2 + 4 ± 3x. Note that series expansion
of R1/3

± (x) around x 2 0 is R1/3
± (x) 2 2

1
3 ± 2− 2

3 x. Thus,
the effective potential near x = 0 behaves similarly to a
Coulombic-type potential, V (x) 2 1

x , while it is clear that
for large values of x, that is for x → ∞ the potential V (x)
vanishes as was shown qualitatively above.

B. Qualitative analysis of quantum states

An alternative way to qualitatively understand the na-
ture of the states consists of decoupling Eq. (19) into two
Schrödinger-type equations as was done for the helicoid case
in Ref. [53]. Indeed, by squaring the operators on each side of
Eq. (19), it is not so difficult to obtain

−h̄2∂2
t 5 = v2

F

(
p̂2

x + Ĵ2
θ V 2(x) + σ3h̄ĴθV ′(x)

)
5, (23)

where we are ignoring the notation ± for the sake of simplicity
and V ′(x) = d

dxV (x).
Now, writing the stationary states in the form 5 =

ei Et
h̄ +imθU (x), it is straightforward to obtain the time-

independent Schrödinger-type equation
[
− d2

dx2
+ V m,α

eff (x)
]
Uα (x) = εUα (x) (24)

for each spinorial component Uα (x) with α = ± for the upper
and lower spinorial components, respectively, where

V m,α
eff (x) = m2

τV 2(x) + αmτV ′(x), (25)

with mτ = m + τϕ
2π

and ε = (E/(h̄vF ))2. Let us first note that
this potential vanishes for those cases when mτ = 0; this
happens when quantum number m turns out to be m = ϕ

2π
or m = − ϕ

2π
; this case describes the propagation of a Dirac

wave in one valley without obstacles, while the Dirac wave in
the other valley encounters some resistance.

The potential Eq. (25) is the same obtained in the study
of a helical nanoribbon performed in Ref. [53] when we

FIG. 3. Effective potential [Eq. (25)] vs coordinate x. Top for the
catenoid (helicoid) (n = 0), middle for the B1-Bour surface, n = 1,
and down for the classical Enneper (n = 2). Each effective potential
is plotted for each case m ∈ {−1, 0, 1}, α = ± with an effective
gauge flux ϕ

2π
= 8/3.

substitute V (x) in the case of the catenoid (example B0
above) and take zero topological flux ϕ = 0; this means that
similar conclusions obtained in Ref. [53] are obtained in
the case of the catenoid, at least near the catenoid neck. In
Fig. 3, we present the behavior of V m,α

eff (x) for the catenoid,
B1-Bour, and Enneper surface for the working example
of a flux ϕ

2π
= N

12 = 8/3. For the catenoid surface and
B1-Bour, the potential for each m is similar to a potential
barrier. In contrast, in the case of Enneper, the potential is
a potential barrier except for the cases m = 1, where there
is a region where bound states could exist. However, note
that this region is required for ε < 0, which means that E
is imaginary, so we associate these states with quasibound
states. Remark that the structure of the effective potential
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V m,α
eff (x) does not change qualitatively from other values of

the flux ϕ.

C. Asymptotic Dirac states on the Bour’s minimal surfaces

The previous analysis allows us to justify that for the
asymptotic states, the second term of Eq. (19) can be ne-
glected. Thus, the equation reduces to a 1 + 1-Dirac equation
i∂t5

τ = vF σ1 p̂x5
τ . For the solutions of this equation, we pro-

pose the spinor solution as 5τ (x, θ , t ) = eikx−i Et
h̄ f (θ )v, where

the function f (θ ) is an arbitrary nonzero periodic function
in the azimuthal angle θ , and v is a vector that acquires
the pseudospin character of the spinor. These solutions are
independent of the valley index τ . By imposing the one-
dimensional Dirac equation, the dispersion relation turns out
to be E = ±h̄vF |k|, and v satisfies the equation ĥv = ± 1

2v,
where ± refers to a positive and energy Dirac states, where

ĥ = 1
2
σ1

k
|k| (26)

is the one-dimensional analog of the helicity operator. For
positive energy value, the pseudospin states are given by v↑
(v↓) for positive (negative) helicity k > 0 (k < 0), whereas for
negative energy values the pseudospin states are interchanged
themselves, v↑ → v↓, where the normalized states {v↑, v↓}
are given by

v↑ = 1√
2

(
1
1

)
and v↓ = 1√

2

(
1

−1

)
. (27)

For positive energy values, one has the following two
independent solutions: 5+,+(x, θ , t ) = eikx−i |E |t

h̄ f (θ )v↑ and
5+,−(x, θ , t ) = eikx−i |E |t

h̄ f (θ )v↓ for positive and negative he-
licity, k > 0 and k < 0, respectively. Similarly, for negative
values of energy, one has 5−,+(x, θ , t ) = eikx+i |E |t

h̄ f (θ )v↓ and
5−,−(x, θ , t ) = eikx+i |E |t

h̄ f (θ )v↑ for positive and negative he-
licity, k > 0 and k < 0, respectively. These four states can
be cast together as follows: 5τ

µ,σ (x, θ , t ) = 5µ,σ (x, θ )e−iµ |E |t
h̄ ,

being

5µ,σ (x, θ ) = eiσ |k|x f (θ )vµ·σ , (28)

where we have introduced a mnemonic rule for µ · σ as
+ · + =↑, − · + =↓, + · − =↓ and − · − =↑, where µ =
sgn(E ). Finally, let us recall that the transformation performed
above, 1 = 5/

√
r', thus the asymptotic Dirac state far away

from the scattered center is given by

1τ
µ,σ (x, θ , t ) =

√
V (x)eiσ |k|x−iµ |E |t

h̄ f (θ )vµ·σ , (29)

which vanishes for x → ∞. In addition, as a conse-
quence of the periodicity of the function f (θ ) = f (θ + 2π ),
one can write the following series representation: f (θ ) =∑

m∈Z fmeimθ .

V. SCATTERING ANALOG ON THE BOUR’S SURFACES

A. Outscattering states by Lippmann-Schwinger equation

In this section, we introduce the LS equation [66,67] to
study how the states propagate along the surface considered.
In particular, we are interested in describing the manner in

which the initial states, found above, are scattered due to the
effective potential V (x). Let us consider the Hamiltonian Ĥ =
Ĥ0 + V̂ split between a free Hamiltonian Ĥ0 and a perturbed
potential V̂ . Now, the LS equation is given by

|5〉 = |5in〉 + 1

E − Ĥ0 + iε
V̂ |5〉, (30)

where |5in〉 is the initial state and |5〉 is the out scattering
state. Note that, in general, we are considering that Ĥ0 and V̂
are differential matrix operators acting on spinors. Thus, the
states {|5〉} acquire spinorial components.

The Born approximation is obtained by substituting |5in〉
instead of |5〉 in the second term of the LS Eq. (30). To
go further to higher-order approximation, it is standard to
introduce the transition operator T̂ defined using the equation
T̂ |5in〉 = V̂ |5〉. In fact, multiplying the LS equation by V̂ ,
one arrives at the well-known self-consistent recursive opera-
tor equation for the transition operator T̂ :

T̂ = V̂ + V̂
1

E − Ĥ0 + iε
T̂ . (31)

A series solution for T̂ can be gotten using this equation
through a usual iterative procedure

T̂ = V̂ + V̂
1

E − Ĥ0 + iε
V̂

+ V̂
1

E − Ĥ0 + iε
V̂

1
E − Ĥ0 + iε

V̂ + · · · , (32)

where the first approximation T̂ 2 V̂ corresponds to the so-
called Born approximation.

To determine the out scattering states, one can follow two
common procedures that are to project {|5〉} along space
states {|x〉} or momentum states {|p〉}. For the projection
along the space states, one obtains the spinorial wave func-
tion 1(x) = 〈x|5〉, where x = (x1, x2) are certain coordinates
associated with a local patch on the surface. Thus, using the
transition operator, the LS equation can be rewritten as

5(x) = 5in(x) +
∫

D
d2x′ G(x, x′)〈x′|T̂ |5in〉, (33)

where the Green’s function satisfies the Green’s equation de-
fined by

(E − Ĥ0)G(x, x′) = 1δ(x − x′). (34)

Now, when we project the outscattering states along the mo-
mentum states, one obtains the spinorial wave function in the
momentum space, which we have abusedly written with the
same notation 5(p) = 〈p|5〉. Assuming that Ĥ0 is an operator
that depends exclusively on the momentum operator, thus the
LS equation can be written as

5(p) = 5in(p) + 1
E − H0(p) + iε

〈p|T̂ |5in〉, (35)

where H0(p) is the matrix free Hamiltonian evaluated at the
momentum value p.

B. Out scattering states on the Bour surfaces

In this section, we study the electronic states on the Bour
surfaces starting from Eq. (19). Noticeably, the second term
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of this equation can be thought of as a barrier potential.
This potential energy is crucial in the behavior of the Dirac
particle states on the Bour surface. Now, to implement the LS
Eq. (30) we identify the free Hamiltonian Ĥ0 = vF σ1 p̂x and
the perturbed Hamiltonian by V̂ = vF σ2U (x)Ĵθ ,τ , where we
recall U (x) as the symmetrized form of the effective potential
V (x). In the following, we carry out the Born and higher-order
Born approximations to determine the outscattering states on
the curved surface.

1. Born approximation

Now, to determine the outscattering states 1(x), we con-
sider the initial states 5in,σ (x) far away from the scattering
center, which in our case correspond to x 2 0. In particular,
the states that are considered here are 5in(x) = 5µ,σ (x, θ )
found in the last section [see states given by Eq. (28)].
Since the free Hamiltonian Ĥ0 is independent of θ , thus the
Green’s function acquires the expression G(x, x′; E ) = G(x −
x′; E )δ(θ − θ ′), where x = (x, θ ). Now, the LS equation, in
this case, can be written as

5τ (x, θ ) = 5in(x, θ )

+ vF

∫ ∞

−∞
dx′ G(x − x′; E )U (x′)σ2Ĵθ ,τ5

τ (x′, θ ),

(36)

where G(x − x′; E ) is the Green’s function for the one-
dimensional operator E − vF σ1 p̂x, that is, a function that
satisfies (E − vF σ1 p̂x )G(x − x′; E ) = δ(x − x′)1. Following
the standard procedure (see Appendix A), it is not difficult
to show that

G(x − x′; E ) = 1
2ih̄vF

[sgn(E ) + sgn(x − x′)σ1]ei |E |
h̄vF

|x−x′|
,

(37)

where we recall that E = ±h̄vF |k|. In the following, as a
consequence of the polar geometry of the surface, the states
5τ (x, θ ) are periodic in the angular variable θ . Thus, it can be
written in the next expansion 5τ (x, θ ) =

∑
m∈Z 5m(x)eimθ .

Now, using the orthonormal relation of the basis {eimθ } one
has the following integral equation for 5(µ)

m (x), that is:

5τ (µ)
m (x) = eiσ |k|x fmvµ·σ

+ h̄vF mτ

∫ ∞

−∞
dx′G(x − x′; E )U (x′)σ25

τ (µ)
m (x′),

(38)

where we have introduced the labeled µ to distinguish the
positive and energy outscattering states; also recall that µ =
sgn(E ). At the Born approximation, it is enough to make the
substitution 5(µ)

m (x′) by eiσ px′
fmvµ·σ in the second term of the

last equation, where we have defined the magnitude of the mo-
mentum |k| = p. Let us choose an initial wave with σ = −,
that is, a left wave with k < 0 going to the scattering center.
Noticeably, after a straightforward calculation, the states are
given by

5τ (µ)
m (x) 2 fm[e−ipxv−µ + mτ Ũ (2p)eipxvµ], (39)

where we have found that negative energy states with pseu-
dospin up ↑ propagating along the scattering center reflecting
into a pseudospin down ↓. The amplitude of the reflection
is given by mτ Ũ (2p), where Ũ is the Fourier transform of
the effective potential U (x). To have a better understanding
of this scattering phenomenon, we proceed to carry out a
higher-order Born approximation in the following section.

2. Higher-order Born approximation

For the higher-order Born approximation, we found the
momentum representation useful for the states. The starting
point is the equation for the outscattering states Eq. (35),
where the term 〈p|T̂ |5in〉 is determined approximately by
using the series approximation of the recursive equation for
the transition operator Eq. (32), that is,

〈p|T̂ |5in〉 = 〈p|V̂ |5in〉 + 〈p|V̂ ĜV̂ |5in〉 + · · ·

+ 〈p|V̂ ĜV̂ · · · V̂ ĜV̂ |5in〉 + · · · , (40)

where we have defined the resolvent operator Ĝ := 1/(E −
Ĥ0 + iε). Now, for each term of Ĝ of the last expansion, one
introduces two completeness relations in momentum space
1 =

∑
q |q〉〈q|, where

∑
q = 1

2π

∑
m

∫ dq
2π

and |q〉 := |q, m〉.
These completeness relations are introduced before and after
the operator Ĝ. Thus, one has the first term τ1(p) := 〈p|V̂ |5in〉
and the (n + 1)th term, with n ! 1, has the following struc-
ture:

τn+1(p) :=
∑

q(1),··· ,q(2n)

〈p|V̂ |q(1)〉〈q(1)|Ĝ|q(2)〉

× 〈q(2)|V̂ · · · V̂ |q(2n−1)〉〈q(2n−1)|Ĝ|q(2n)〉

× 〈q(2n)|V̂ |5in〉. (41)

Now, one can reduce half of the integrals since for
each term 〈q(i)|Ĝ|q( j)〉 = G(q j )δqi,q j , where G(q j ) = 1/(E −
H0(q) + iε). Thus, (n + 1) − th can be simplified as follows:

τn+1(p) =
∑

q(1),··· ,q(n)

〈p|V̂ |q(1)〉
(

n−1∏

6=1

G(q6)〈q(6)|V̂ |q(6+1)〉
)

× G(q(n) )〈q(n)|V̂ |5in〉, (42)

where the state |q6〉 = |q6, m6〉 for 6 = 1, 2, · · · , n. To sim-
plify the last expression, it is necessary to find the following
two generic expressions: (a) 〈p|V̂ |q〉 and (b) 〈p|V̂ |5in〉.
The momentum states are expressed by |p〉 = |p, m〉 and,
similarly, |q〉 = |q, m′〉. Thus, for the terms, type (a) can
be written as 〈p|V̂ |q〉 = (2π )h̄vF σ2mτ δmm′ 〈p|Û (x)|q〉,
where we have acted the total angular momentum operator
Ĵθ ,τ |m〉 = h̄mτ |m〉 and introduced the orthogonal relation
〈m|m′〉 = 2πδmm′ . Now, we introduce the completeness
relation 1 =

∫
dx|x〉〈x| and we use 〈x|p〉 = eipx , thus one has

〈p|V̂ |q〉 = (2π )h̄vF σ2mτ δmm′Ũ (p − q); (43)

Ũ (q) :=
∫

dxe−iqxU (x) being the Fourier transform of the
potential. Now, for the type-(b) terms, one introduces a
completeness relation in the momentum space such that
〈p|V̂ |5in〉 =

∑
q〈p|V̂ |q〉〈q|5in〉. Now, it is necessary

to calculate the term 1in(q) = 〈q|5in〉, which is the
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Fourier transform of the initial wave eiσ |k|x fmvµ·σ , that
is, 1in(q) = 2πδ(q − σ |k|) fmvµ·σ , thus one has

〈p|V̂ |5in〉 = h̄vF σ2vµ·σ fmmτŨ (p − σ |k|). (44)

Notice that the right-hand side of the last equation corresponds
to the first term in the series Eq. (40), that is,

τ1(p) = h̄vF fm(iµmτ )Ũ (p + |k|)vµ, (45)

where we have put σ = −1 since we have an initial left wave,
and where we have used the identity σ2v−µ = iµvµ. Now,
we introduce the terms types (a) Eq. (43) and (b) Eq. (44)
in the (n + 1th) term τn+1(p) (42). Now, again one has to
put σ = −1, and following the straightforward calculation
developed in Appendix B, one is able to find

τn+1 = h̄vF fm(iµmτ )nmτŨ (p − |k|)Ũ (2|k|)
∣∣Ũ (2|k|)

∣∣n−1
v−µ

(46)

for odd n, whereas

τn+1 = h̄vF fm(iµmτ )n+1Ũ (p + |k|)
∣∣Ũ (2|k|)

∣∣n
vµ (47)

for even n, where | · | is the complex norm. In this manner, the
series (40) is 〈p|T̂ |5in〉 =

∑∞
n=0 τn+1(p). This expectation

value must be introduced in the LS Eq. (35). Afterward, one
needs to compute the Fourier transform to find an expression
of the Dirac wave

5τ (µ)
m (x) = e−i|k|x fmv−µ +

∞∑

n=0

Cn+1(x), (48)

where one has still to compute the inverse Fourier transform
Cn+1(x) =

∫ d p
2π

eipxG(p)τn+1(p). See Appendix B for detailed
integral calculations. Thus, the result for Cn+1(x) is the
following, for odd integers n = 2 j + 1:

C2 j+2(x) = (−1) j+1(m2
τ

∣∣Ũ (2|k|
)
|2

) j+1
fme−i|k|xv−µ, (49)

while for even integers n = 2 j,

C2 j+1(x) = (−1) j+1mτŨ (2|k|)(m2|Ũ (2|k|)|2) j fmei|k|xvµ

(50)

for j ∈ N ∪ {0}. Now, after inserting these expressions in
Eq. (48), it is noticeable that each of the factors appearing
in front of the ongoing (e−i|k|x) and incoming (ei|k|x) terms
can be cast as a geometric series that can be summed
up as

∑∞
6=0(−1)6a6(mτ , k) = 1/(1 + a(mτ , k)) while

a(mτ , k) < 1, where a(mτ , k) = m2
τ |Ũ (2|k|)|2. Thus, the

final expression for the Dirac wave is

5τ (µ)
m (x) = fm[F (mτ , k)e−i|k|xv−µ + G(mτ , k)ei|k|xvµ],

(51)

where the coefficients F (mτ , k) and G(mτ , k) are given by

F (mτ , k) = 1
1 + m2

τ |Ũ (2|k|)|2
, (52)

G(mτ , k) = mτŨ (2|k|)F (mτ , k). (53)

The Born approximation Eq. (39) is recovered when
F (mτ , k) ≈ 1. This is expected to be achieved for large
values of momenta |k|.

Since one can prepare an initial Dirac wave with values of
m and k such that a(m, k) ! 1, here we consider an analyti-
cal continuation of the geometric series to take into account
values of m and k under the last condition. This analytical
continuation means that the factors F (m, k) and G(m, k) have
the same function for values of (m, k) in a region where
a(m, k) ! 1.

VI. TRANSMISSION OF THE DIRAC WAVES THROUGH
THE GEOMETRY OF A BOUR SURFACE

In this section, using the LS formalism developed above,
we carry out a transmission analysis of the Dirac waves on
the geometry of Bour surfaces, considering the propagation,
taking into account each valley.

A. Nöether current Jµ on the curved nanostructured material

We introduce the Nöether current Jµ of the Dirac Eq. (10)
as the probability current density. This quantity is introduced
to study how the initial Dirac wave is propagated along the
surface. In particular, we can determine the transmission and
reflection coefficients using the current Jµ. This conserved
quantity is given by [57]

Jµ = χ)µχ , (54)

even in the presence of a gauge field Aµ, where χ = χ†)0.
Considering both Dirac fields, the Nöether current is
given by [57]

Jµ =
∑

τ=±
1

τ
γ µ1τ , (55)

where 1
τ = 1τ†γ 0. Also, we recall that γ µ are given in

terms of the vielbeins and the Dirac matrices γ A introduced
above in Sec. III A. Also, recall that 1τ (x) = r−1/2'−1/25τ ,
where ' is the conformal factor introduced above. The zero
component of the current, J0(x), allows us to determine the
probability density function, whereas the spatial components
of the current allow us to determine how the Dirac wave
propagates through the space geometry, that is, using the
spatial components one can define the reflection coefficient as

R =
∣∣∣∣
Ja

ref na

Jb
incnb

∣∣∣∣ (56)

and the transmission coefficient by its complement
T = 1 − R, where n is a tangent vector on the surface that is
normal to a curve γ embedded on the surface. In particular,
for the Bour surface, we choose γ to be an r-constant curve;
thus n is a tangent vector along the θ direction. See Fig. 4
to see level curves with the r constant and θ constant on the
catenoid, B1, and Enneper surfaces.

In the following, we focus on determining the general
expressions for the probability density J0, transmission co-
efficient T , reflection coefficient R, and conductance G for
the Bour surfaces, where particular emphasis is made on the
catenoid/helicoid, B1-Bour, and classical Enneper surface.
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FIG. 4. Catenoid, B1-Bour, and classical Enneper minimal sur-
face, from the top to the bottom, drawn with the parametrizations
(D1), (D4), and (D3). Each of the surfaces includes examples of level
curves with r and θ constant.

B. Probability density function J0

Before presenting the result for the probability density
function, let us obtain normalization factors N0, for the free
wave Eq. (29), and N for the scattered wave Eq. (51). For
this purpose, consider a large portion of the area of the sur-
face, and let us impose the condition

∫
D dAJ0 = 1, where

dA = r'(r)drdθ is the area element in the surface. This
condition guarantees that a Dirac fermion is surely, at some
point, (r, θ ) ∈ D = [0, L] × [0, 2π ], from the domain D.

Now, the zero component of the Nöether current
is the probability density function given for our par-
ticular space-time geometry [see Eq. (12)] by J0(r) =
1
vF

∑
τ=± 1τ†(µ)

m 1τ (µ)
m . Thus, for the free initial wave one has

the density J0(r) = 2N 2
0 | fm|2

vF r' , thus the normalization factor is

easily obtained as N0 = (vF /(2πL))
1
2 /

√
2| fm|, while for the

scattered wave J0(r) = N 2| fm|2
vF r'

∑
τ=± F (mτ , k) the normal-

ization factor is given by N = N0/
√∑

τ=± F (mτ , k). Now,
the probability density function is given for both waves the
probability density by the expression

J0(r, θ ) = 1
2πLr'(r)

, (57)

which means that it is most probable to find Dirac particles
near the scattering center on the Bour surface. It is noteworthy
to mention that the scattering point (x 2 0) corresponds to
the point where the curvature attains its maximum value [see
Fig. 1)].

C. Transmittance and conductance on the Bour geometries

Now we want to determine the reflection and the transmis-
sion coefficients. We choose γ as the r-constant curve on a
Bour surface; thus, the normal vector to γ is tangent to a θ -
constant curve. Notice that Jθ = − 1

r2'2

∑
τ=± 5τ†(µ)

m σ15
τ (µ)
m

after using γ θ = γ 2eθ
1, where the vielbein in this case is

eθ
1 = 1/'. Now, recalling that σ1vµ = µvµ and v†

µvµ = 1,
we compute the incidence current Jθ

inc using the initial wave
N0e−i|k|x fmv−µ,

Jθ
inc = vF µ

(2πL)r2'2
, (58)

and compute Jθ
ref using the reflection wave

N fmG(m, k)ei|k|xvµ, getting

Jθ
ref = − vF µ

(2πL)r2'2

∑
τ=± |G(mτ , k)|2

∑
τ=± F (mτ , k)

.

where recall that mτ = m + τϕ
2π

, ϕ being the non-Abelian flux,
and G(mτ , k) and F (mτ , k) are given by Eqs. (53) and (52).
Now, using the reflection coefficient definition Eq. (56), it is
not difficult to get

R =
|G(m+, k)|2 + |G(m−, k)|2

F (m+, k) + F (m−, k)
. (59)

Both coefficients R and T can be expressed in terms of the
Fourier transform Ũ (p) =

∫ ∞
−∞ dxe−ipxU (x), thus it is conve-

nient to make further simplifications. Since the potential is
proportional to 1/|c|, it is convenient to perform the following
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change of variable x̃ = x/|c|, thus let us define the function

U (ξ ) =
∫ ∞

−∞
dx̃e−iξ x̃|c|U (|c|x̃). (60)

Now, instead of using the wave number k, we use the energy
dispersion relation E = ±h̄vF |k|. Also, notice that the Bour
material introduces a natural scale of energy given by E0 =
h̄vF /|c| in terms of the characteristic length, |c|, associated to
each Bour surface. Therefore, the reflection and transmission
coefficients in terms of the energy E are given for any Bour
surface within the present approximation as

R(E ) = 1 − T (E ), (61)

T (E ) =

1+m2
−|Ũ (2E∗ )|2

1+m2
+|Ũ (2E∗ )|2 + 1+m2

+|Ũ (2E∗ )|2

1+m2
−|Ũ (2E∗ )|2

2 + (m2
− + m2

+)
∣∣Ũ (2E∗)

∣∣2 . (62)

where E∗ = |E |/E0 is a dimensionless parameter. The con-
ductance can be computed using the simple expression
G(E ) = e2

π h̄T (E ). Notice that each Bour material with typical
characteristic length |c| introduces a natural scale of energy
E0 = h̄vF /|c|; for surfaces with |c| ∼ 1 nm the characteris-
tic scale energy is E0 ∼ 8.27 eV. Note that for big values
of energy, that is, |E | ! E0, the above result Eqs. (61) and
(62) reduces to the Born approximation since in this param-
eter region one has R(E ) 2 m2

++m2
−

2 |U (2E∗)|2 and T (E ) 2
1 − m2

++m2
−

2 |U (2E∗)|2, which is the Born approximation result.
In addition, in the case |m| ! ϕ/2π (|m| 7 ϕ/2π ), the reflec-
tion and transmission are given by

R(E ) 2 m2|U (2E∗)|2

1 + m2| U (2E∗)|2
, (63)

T (E ) 2 1

1 + m2|U (2E∗)|2
, (64)

where m = max(|m|, ϕ
2π

). In the case m = |m|, the topological
defects do not affect the reflection and transmission behavior.
In the opposite case, m = ϕ/2π , topological defects dominate
the reflection and transmission coefficients; in particular, they
scatter out the Dirac particles such that for a large N number
of defects T ∝ N−2 and R ∝ 1 + O(N−1), while energy E∗
such that U (2E∗) ,= 0.

Now, we still need to compute the Fourier transform of
the effective potential. Conspicuously, for any Bour surface,
it is useful to go back to the original radial coordinate instead
of x since dx = '(r)dr and the effective potential V (r) =
1/(r'(r)), thus the Fourier transform is

U (ξ ) =
∫ ∞

0

dr
r

exp
[
−iξ

xn(r)
|c|

]
, (65)

where for each Bour surface labeled with n, xn(r) is the change
of variable introduced above [see, for instance, Eq. (18) for
n ,= 1].

1. Transmission on the catenoid/helicoid

In this case, one has x0(r) = |c|(r − r−1). Here, it is con-
venient to make the change of variable y = log r ∈ R, thus
the argument of the exponential in Eq. (65) turns out to be
the odd function sinh(y), meaning that the Fourier transform

FIG. 5. Family of transmission and reflection coefficients
[Eqs. (61) and (62)] versus reduced energy E∗ = E/E0

using the Fourier transform Eq. (66) corresponding to the
catenoidal/helicoidal geometry. The set of curves was obtained for
cases with m = 1, · · · , 10, and for the effective gauge flux ϕ

2π
= 8

3 .
The orange and green curves are guides for the eyes to identify the
m = 10 case.

is simplified to U (ξ ) =
∫ ∞
−∞ dy cos[2ξ sinh(y)]. This integral

can be expressed in terms of a modified Bessel function [68]:

U (ξ ) = 2K0(2ξ ). (66)

Figure 5 shows the reflection and transmission coefficient
for a propagation wave through the catenoid, where we have
used Eq. (66). In addition, one can see that the value of
E∗ = Ex, where the transmission and reflection have the same
value, is translated to the right as long as the value of m
increases. The interception value of energy is Ex, where the
transcendental equation is satisfied, T (Ex) = 1

2 , as can appre-
ciate in Fig. 5.

2. Transmission on B1-Bour

In this case, one has x1(r) = |c|(log r + 1
2 r2). Let us sub-

stitute iξ → z, where z is a complex value with Rez < 0.
Additionally, it is convenient to make the change of variable
y = r2 ∈ R+, thus the integral Eq. (65) turns out to be U (ξ ) =
2

∫ ∞
0

dy
y y− z

2 e− z
2 y, which can be related to a gamma function

[68] as

U (ξ ) = lim
z→iξ

2
( z

2

) z
2
)

(
− z

2

)
. (67)

Since we need the complex norm of U (ξ ), we use the iden-
tity |)(iy)|2 = π/(y sinh(πy)) for y ∈ R [68], and it remains
to compute the complex norm of the factor in Eq. (67);
by straightforward elementary calculation one has ( z

2 )
z
2 =

ei ξ
2 log ξ

2 e− ξπ
4 . Therefore,

|U (ξ )|2 = 4
ξ (eπξ − 1)

. (68)

Figure 6 shows the reflection and transmission coefficient
for a propagation wave through the B1-Bour surface, where
we have used Eq. (68). The structure of these curves is very
similar to the previous case. The principal difference corre-
sponds to that the total transmission occurs to a bigger value
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FIG. 6. Family of transmission and reflection coefficients
[Eqs. (61) and (62)] versus reduced energy E∗ = E/E0 using the
Fourier transform Eq. (67) corresponding to the B1 geometry. The
set of curves was obtained for cases with m = 1, · · · , 10, and for
the non-Abelian flux ϕ

2π
= 8

3 . The orange and green curves guide the
eyes to identify the m = 10 case.

of E∗. In addition, how the curves are moving to the left is
given according to the transcendental equation T (Ex) = 1/2.

3. Transmission on the classical Enneper surface
and n > 2 Bour surfaces

In this case, one has xn(r) = |c|( rn−1

n−1 + rn+1

n+1 ) with n ! 2,
thus the Fourier transform reduces to the integral

U (ξ ) = 2
∫ ∞

0

dr
r

cos
(

ξ

(
rn−1

n − 1
+ rn+1

n + 1

))
. (69)

This integral is strictly divergent due to the singularity at r =
0. The integral is regularized, introducing an inferior cutoff
such that r ! ε.

Classical Enneper case. To isolate the singular part, let
us consider the next approximation. First, let us focus on
the classical Enneper surface n = 2. One can argue that
the most important contribution to the integral is near r =
ε, where the cubic term of the cosine argument may be
neglected since r3 2 ε3; moreover, for large r value, the con-
tributions to the integral decay to zero as r−1. Using this
rationale, let us ignore the cubic term inside the argument of
the cosine function; thus, the integral reduces to the cosine
integral

U (ξ ) 2 2
∫ ∞

ε

dr
r

cos (ξr) := −2Ci(εξ ), (70)

where Ci(x) is the cosine integral that has the series ex-
pansion Ci(x) = γ + log x +

∑∞
n=1(−1)nx2n/(2n(2n)!) [68].

Thus, one has

U (ξ ) 2= −2(γ + log (ξ )) + 2 log (1/ε) + O(ε2), (71)

where γ is the Euler-Mascheroni constant. Therefore, the
singular part is given by 2 log(1/ε). Now, we performed a
numerical evaluation of Eq. (69), subtracting the singular
part and comparing it with the previous result Eq. (71) [see
Fig. 7)]. The main error is close to k 2 0, while for the rest of
the values, the error is around 1%.

FIG. 7. Fourier transform Eq. (69) versus argument ξ for the
classical Enneper geometry with n = 2 (blue color curve). It also
shows a comparison between the numerical calculation of Eq. (69),
and analytical approximation Eq. (71), corresponding to blue and
orange curves, respectively.

Figure 8 shows the reflection and transmission coefficient
for a propagation wave through the classical Enneper surface,
where we have used numerical calculation of the Fourier
transform U (ξ ). The main feature of the transmission curves
for the classical Enneper surface is the transmission value
T (EK ) = 1 at energy EK showing the Klein tunneling phe-
nomena in this case [69]. The Klein value EK corresponds
to the value where the Fourier transform U (ξ ) vanishes [see
Fig. 7)]. Using the approximation Eq. (71), one can estimate
the value of EK 2 E0

2 e−γ ≈ 0.28E0, with an error of 5% re-
spect to the numerical calculation. However, in contrast to the
previous cases, catenoid and B1-Bour surfaces, in the present
case, show a strong suppression of the transmission for values
above the Klein value EK , giving rise to a total reflection effect

FIG. 8. Family of transmission and reflection coefficients
[Eqs. (61) and (62)] versus reduced energy E∗ = E/E0 using the
numerical evaluation of the Fourier transform Eq. (72) corresponding
to the classical Enneper geometry with n = 2. The set of curves was
obtained for cases with m = 1, 2, 3, 4, and for the non-Abelian flux
ϕ

2π
= 8

3 . The purple and green curves guide the eyes to identify the
m = 3 and m = 4 cases, respectively. For all transmission curves,
we identify the same single Klein point EK 2 0.23E0, where the
transmission is 1 and a clear trend of suppression after such a point.
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and thus vanishing conductance G(E ) → 0 for E ! EK . In
addition, one can observe the Fig. 8 oscillations for the modes
m near the value of ϕ/2π , whereas for values of m far from ϕ
the behavior of reflection and transmission follow Eqs. (63)
and (64), without changing the conclusion of the existence
of the Klein point. Indeed, for |m| ! ϕ/2π , there are two
interception values, and both values move towards the Klein
value as the m value increases. This effect can be explained
using the approximation Eq. (71) by making the condition
m2|U (2E∗(m))|2 = 1, thus one obtains the values in terms of
m by the equation E∗(m) 2 EK e± 1

2m , showing the effect just
mentioned.

Bn-Bour cases for n > 2. In this case, one can follow the
same line of argument as in the Enneper case. For instance,
let us perform the change of variable y = rn−1

n−1 , thus Fourier
transforms turn out as

U (ξ ) = 2
n − 1

∫ ∞

ε

dy
y

cos(ξ (y + αnyβn )), (72)

where αn = (n − 1)βn/(n + 1) and βn = n+1
n−1 . Observe 1 <

βn " 3, where equality corresponds to the classical Enneper
case. Since βn > 1, one can attempt to argue that this term
is not dominant near the singularity; thus, in this approxi-
mation, one has U (ξ ) 2 −2Ci(εξ/(n − 1))/(n − 1), thus the
difference between the present case and the Enneper case is a
factor of 1/(n − 1). However, in this case, the error increases
more than 10%. Thus, we numerically compute the Fourier
transform Eq. (69) in this case.

Figure 9 shows the reflection and transmission coefficient
for a propagation wave through the B3-Bour and B4-Bour sur-
faces. Like in the classical Enneper case, it can be appreciated
that for each Bn-Bour surface, there is a single Klein point
EK,n, where the transmittance is one. The Klein point moves
to the right for greater values of n. After the Klein point EK,n,
the transmission decreases slowly as n increases; however, it
is also wholly suppressed for large energy values.

According to Figs. 8 and 9 and Eq. (62), Klein tunneling
is achieved for all m cases, including m = 1, which we have
associated with quasibound states in the above discussion
in Sec. IV. Thus, our explanation for the Klein tunneling
on the Bn-Bour surfaces with n ! 2 has to do with the fact
that the scattered wave is decomposed into a combination of
orthogonal components of the pseudospins v−µ and vµ [see
Eq. (51)]for the reflected and transmitted waves in each valley,
respectively, and the fact that V (x) behaves as a Coulomb-type
potential which is entirely a consequence of the geometry.

VII. CONCLUDING REMARKS

In this paper, we study the electronic degrees of freedom
on a curved sheet of graphene based on the Dirac equation.
On this occasion, we propose the hypothetical existence of
a graphene sheet with the geometry of a Bour surface; ex-
amples of these surfaces are the catenoid, the helicoid, and
the classical Enneper surface, among other Bn-Bour surfaces
that can be labeled using the n parameter. Bour surfaces be-
long to the large family of minimal surfaces that minimize
the area or solutions of the Willmore shape equation. It is
conspicuous that the geometry of the minimal surfaces was
proposed to model specific carbon structures in Ref. [14].

FIG. 9. Family of transmission and reflection coefficients
[Eqs. (61) and (62)] versus reduced energy E∗ = E/E0 using the
numerical evaluation of the Fourier transform Eq. (72) correspond-
ing to the B3-Bour surface with n = 3 (top) and B4-Bour surface
with n = 4 (bottom). The set of curves was obtained for cases with
m = 1, 2, 3, 4 and for the non-Abelian flux ϕ

2π
= 8

3 . The green and
purple curves guide the eyes to identify the m = 3 and m = 4 cases,
respectively. For all sets of transmission curves, we identify the same
single Klein point EK 2 0.39E0 (top) and EK 2 0.54E0 (bottom),
where the transmission is 1, and a clear downward trend in transmis-
sion after that point. Moreover, the higher the value of n, the slower
the downward trend.

Although there is still no artificial or natural realization of
these carbon allotropes in either laboratory or nature, there
are good expectations of their existence from numerical and
experimental investigations [12,15–17].

Now, for each n, the space-time M is built with the global
structure of M = R × Bn over which we define the Dirac field.
In particular, using an elementary change of parameters, it is
possible to rewrite the metric of M as ds2 = −v2

F dt2 + dx2 +
(1/V 2(x))dθ2, and the Dirac equation reads

ih̄∂t5
τ = vF σ1 p̂x5

τ + vFV (x)σ2Ĵθ ,τ5
τ , (73)

where vF is the Fermi velocity and σ1 and σ2 are the Pauli
matrices. In this equation, V (x) has been interpreted as an ef-
fective scattering potential coupled to a pseudospin orbit term
of the form σ2Ĵθ ,τ , where σ2 the direction of the pseudospin
and Ĵθ ,τ = 6̂θ + τ τϕ

2π
h̄ is a total angular momentum in two

dimensions, ϕ being the non-Abelian gauge flux due to the
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topological defects, and τ the valley index. For each Bour
surface, it was found that V (x) decays to zero as x → ∞,
while V (x) works as a potential barrier near x = 0. It can be
shown that for n ! 2, V (x) approach a repulsive Coulombic-
type potential.

The asymptotic behavior of the states in x → ∞ is de-
termined with Eq. (73), which effectively corresponds to
solutions of a Dirac equation in a space-time 1 + 1. These
states in terms of x are characterized as plane waves with a
pseudospin up ↑ (or down ↓) depending on the positive or
negative value of the energy. Furthermore, through the LS
formalism, we studied the outscattering states, giving rise to
an outscattering state divided into a transmitted and a reflected
wave. This is done through the Born and the high-order Born
approximation, which can be summed up. In particular, it is
observed that the reflected wave transmutes the pseudospin
direction, which we coined the spin-orbit interaction.

In addition, through the Nöether current Jµ, the probability
density, J0, is determined, which allows us to argue that it is
more probable to find Dirac fermions near the scattering point,
in fact, within this approximation we found that the proba-
bility density is proportional to V (x). Now, using the spatial
components of Jµ, the incident and scattered currents are
determined to find expressions for the reflectance R(E ) and
the transmittance T (E ), respectively. As expected [70], R(E )
and T (E ) depend on the number of topological defects, N . It
is found that for the Bour surfaces B0, catenoid (or helicoid),
and B1-Bour, there is usual behavior for the transmittance
and reflectance, giving rise to the effect of total transmittance
for large values of energy. Although the potential barrier in
the cases B0 and B1 evokes the usual situation where Klein’s
tunneling arises, the difference lies in the coupling with σ2
that appears in Eq. (73), which we coin the absence of Klein’s
tunneling [69]. However, for Bour surfaces Bn with n ! 2,
including the classical Enneper surface, we show that there
is an energy point EK for which the transmittance is equal
to T (EK ) = 1, giving rise to a manifestation of Klein’s tun-
neling. In contrast, for large values of energy E ! EK , the
transmittance decays to zero, suppressing the conductance
completely. Furthermore, it is found that the transmittance
T (E ) ∝ N−2 for large numbers of topological defects on all

surfaces Bn, as long as the energy is different than the Klein
point, E ,= EK .

The present paper can be extended as follows. For n ! 2,
one can approximate the geometry-induced potential V (x) as
a Coulombic potential near the scattering region, where one
can attempt to figure out an analytical solution for the states
and the electronic spectrum. Following a different direction,
through the WE representation, we can propose the study of
electronic degrees of freedom on other minimal surfaces, such
as simply periodic minimal surfaces, k-noids, or Schwartzites
that are much more involved. In particular, for these surfaces,
it is found that the conformal factor '(r, θ ) depends intri-
cately on r and θ , so it is not possible to perform a separation
as in the case of Bour surfaces [56]. However, we can im-
plement traditional methods like the finite element to solve
the Dirac Eq. (17) to study other electronic properties like the
density of states, Kubo conductivity, etc.
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APPENDIX A: GREEN’S FUNCTION CALCULATION

Calculation of the one-dimensional Green’s function.
Let us start with the equation (E − vF σ1 p̂x )G(x, x′, E ) =
δ(x − x′), where the momentum operator p̂x = −ih̄∂x, and
let us recall that the dispersion relation is given by E =
±h̄vF |k|. Now, let us define the function g0(x, x′, E ) such
that G(x, x′, E ) = (E + vF σ1 p̂x )g0(x, x′, E ), thus it is not dif-
ficult to show that g0(x, x′, E ) satisfies the Green’s-Helmholtz
equation (h̄vF )2(−∂2

x + k2)g0(x, x′, E ) = δ(x − x′). Now, the
solution of this equation is known to be [71]

g0
(
x, x′, E

)
= 1

2i(h̄vF )2|k|ei|k||x−x′|. (A1)

APPENDIX B: CALCULATION OF THE HIGHER-ORDER BORN APPROXIMATION

1. Calculation of τn+1(p) terms

We start with the expression Eq. (42),

τn+1(p) = (h̄vF )n+1(2π )n
∑

q(1),··· ,q(n)

σ2mτ δmm(1)Ũ (p − q(1) )

(
n−1∏

6=1

G(q(6) )σ2m6
τ δm(6)m(6+1)Ũ (q(6) − q(6+1))

)

× σ2vµ·σ fm(n) m(n)
τ Ũ

(
q(n) − σ |k|

)
, (B1)

where we have substituted the expression for type (a) Eq. (43) and type (b) Eq. (44). Taking advantage of the Kronecker deltas
δm(6)m(6+1) , we can simplify the last expression as follows (note that each 2π cancels out with each 2π that appears in 1

2π

∑
m):

τn+1(p) = (h̄vF mτ )n+1 fm

∫ (
n∏

6=1

dq(6)

2π

)

σ2Ũ (p − q(1) )

(
n−1∏

6=1

G(q(6) )σ2Ũ (q(6) − q(6+1))

)

G(q(n) )

× σ2vµ·σŨ (q(n) − σ |k|). (B2)

195421-14



KLEIN TUNNELING ON BOUR SURFACES WITH N … PHYSICAL REVIEW B 108, 195421 (2023)

FIG. 10. Contour curves )1 and )2 for the complex integrals in the z plane [Eq. (B4)] and in the qn−1 plane [Eq. (B5)], respectively.

Now, we organize the integrals in the following nested structure:

τn+1(p) = (h̄vF mτ )n+1 fm

∫
dq(1)

2π
σ2Ũ (p − q(1) )G(q(1) )U (1)(q(1) )σ2vµ·σ , (B3)

where U (1)(q(1) ) is written in terms of U (2)(q(2) ), and so on. In general, one has the following definition:

U (6)(q(6) ) =
∫

dq(6+1)

2π
σ2Ũ (q(6) − q(6+1))G(q(6+1))U (6+1)(q(6+1)),

where 6 = 1, · · · , n − 1 and U (n)(q(n) ) = Ũ (q(n) − σ |k|).
Next, let us proceed to calculate U (n−1)(q(n−1)). The integral involved in this quantity can be performed using complex

integration, replacing q(n) by the complex variable z,

U (n−1)(q(n−1)) = i
∫

)1

dz
2π i

σ2Ũ (q(n−1) − z)G(z)Ũ (z + |k|), (B4)

where we have put σ = −1 since we have an initial left wave. The contour complex integration )1 is chosen as shown on the left
side of Fig. 10, since we exclude the points where the argument of the Fourier transform is zero. Note that Ũ (0) =

∫ ∞
−∞ dxU (x)

is strictly divergent since U (x) is a long-range potential which for all Bour surfaces decay as 1/x. The Green’s function G(p) in
momentum space can be written as

G(p) = µ

h̄vF

|k| + µσ1 p
[p − (|k| + iε)][p + (|k| + iε)]

,

where µ = ± represents the positive and negative energy states, and one can identify two poles at |k| + iε and −|k| − iε. Using
the Cauchy integral theorem, it is not difficult to show that

U (n−1)(q(n−1)) = Ũ (q(n−1) − |k|) iµ
h̄vF

Ũ (2|k|)σ2Pµ,

where Pµ = 1
2 (1 + µσ1) is a projector. Now, to be transparent in the calculation, let us insert this result into the integration by

the qn−1 variable, turning it out as

U (n−2)(q(n−2)) =
∫ dq(n−1)

2π
σ2Ũ (q(n−2) − q(n−1))G(q(n−1))Ũ (q(n−1) − |k|) iµ

h̄vF
Ũ (2|k|)σ2Pµ.

Although the integration is similar to the previous one, it is convenient to perform the change of variable q(n−1) → −q(n−1), thus
the integration results in

U (n−2)(q(n−2)) =
∫

dq(n−1)

2π
σ2Ũ (q(n−2) + q(n−1))G(−q(n−1))Ũ ∗(q(n−1) + |k|) iµ

h̄vF
Ũ (2|k|)σ2Pµ, (B5)

where Ũ ∗(k) = Ũ (−k) is the complex conjugate. Now, we proceed to calculate this integral again using complex integration as
in the previous integration. The result is the same except that Pµ changes by P−µ, that is,

U (n−2)(q(n−2)) = Ũ (q(n−2) + |k|)
(

iµ
h̄vF

)2

|Ũ (2|k|)|2σ2P−µσ2Pµ,
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where | · | is the complex norm. Now, by an iterative process, one can conclude that

U (1)(q(1) ) = Ũ
(
q(1) + (−1)n−1|k|

)( iµ
h̄vF

)n−1

B(n)
µ ,

where

B(n)
µ =






∏(n−1)/2
j=1 [|Ũ (2|k|)|2σ2P−µσ2Pµ], for n odd

Ũ (2|k|)σ2Pµ

∏(n−2)/2
j=1 [|Ũ (2|k|)|2σ2P−µσ2Pµ], for n even.

(B6)

Note that Eq. (B6) can be simplified further as a consequence of the following algebra: σ2Pµ = P−µσ2, thus σ2P−µσ2Pµ =
Pµσ 2

2 Pµ = P2
µ = Pµ. Using this algebra and the property P2

µ = Pµ, one obtains

B(n)
µ =






|Ũ (2|k|)|n−1Pµ, for n odd

Ũ (2|k|)|Ũ (2|k|)|n−2σ2Pµ, for n even.

Now, we substitute U (1)(q(1) ) inside the expression for τn+1(p) in Eq. (B3). We proceed to perform the calculation for n odd
and even cases using the same strategy used to calculate the integrals on the variables q(n) and q(n−1). Additionally, we use the
property Pµvµ = vµ and σ2v−µ = iµvµ. Thus, the result of the n + 1 − th term corresponds to the expressions in Eqs. (46)
and (47).

2. Calculation of Cn+1(x) terms

The starting point to calculate the terms Cn+1(x) corre-
sponds to the Fourier integral

Cn+1(x) =
∫

d p
2π

eipxG(p)τn+1(p)

in the cases even n and odd n. For odd n, we use Eq. (46), make
the change of variable p → −p, and perform the complex in-
tegration using the contour )2. In contrast, for even n, we use
Eq. (47), and the complex integration is performed using the
contour )1. In this manner, we obtain the desired expressions
Eqs. (49) and (50), respectively.

APPENDIX C: ALTERNATIVE SET OF LOCAL
COORDINATES

1. Cartesian coordinates

The metric of the space-time M written through the square
of the line element considered here is

ds2 = −v2
F dt2 + '2(ω)|dω|2, (C1)

where '2(ω) is the conformal factor introduced above for the
minimal surfaces and |dω|2 = du2 + dv2. The local indices,
in this case, can be split as α = t, u, v. From the metric
Eq. (C1), one can easily read θ̂0 = vF dt , θ̂1 = 'du, and
θ̂2 = 'dv, from where one can extract the components of the
vielbeins eA

µ. Now, from the Maurer-Cartan Eq. (1) and the
torsionless condition, one can obtain d θ̂0 = 0, and

d θ̂1 + 'v

'2
θ̂1 ∧ θ̂2 = 0, (C2)

d θ̂2 + 'u

'2
θ̂2 ∧ θ̂1 = 0. (C3)

Now, from Eq. (C2) one can deduce ω1
0 = 0 and ω1

2 = 'v

'2 θ̂
1 +

X θ̂2 for some local function X , whereas from Eq. (C3) one can
deduce that ω2

0 = 0 and ω2
1 = 'u

'2 θ̂
2 + X̃ θ̂1. Now we use the

metric condition ωAB = −ωBA; thus one can determine X and

X̃ , turning that the only nonzero components of the connection
one-form are

ω12 = −ω21 = 'v

'2
θ̂1 − 'u

'2
θ̂2. (C4)

These components expressed in local coordinates are
given by ω12

u = −ω21
u = ∂v log '(ω) and ω12

v = −ω21
v =

−∂u log '(ω). Consequently, the spin connection +α is
given simply as +t = 0, +u = i

2∂v log '(ω)σ3, and +v =
− i

2∂u log '(ω)σ3.
Now we use all this information to write an explicit ex-

pression for the Dirac equation in these space-times. Denoting
the 2 + 1 Dirac spinor by 1 and making the transformation
1 = '− 1

2 5, we can show that the Dirac equation is given by

ih̄∂t5 = −i
h̄vF

'
(σ1∂u5 + σ2∂v5). (C5)

In the simplest case, when ' = 1, the above equations cor-
respond to the Dirac equation in Minkowski’s space-time.
The Dirac equation in these coordinates u, v is particularly
useful when the conformal factor ' depends on one of the
coordinates. Noticeably, Eq. (C5) is valid for any conformally
flat space metric [22].

2. Natural coordinates for the catenoid

In this section, we write the Dirac equation in the most
natural coordinates of the catenoid before considering the WE
representation Eq. (3). Indeed, let us consider the parametriza-
tion of the catenoid obtained from the 2π -rotation of the
catenary, that is,

X(z,ϕ) = (R(z) cos ϕ,−R(z) sin ϕ, z), (C6)

where R(z) = R0 cosh(z/R0), with R0 the radius of the neck
of the catenoid, where z ∈ (−∞,∞), and ϕ ∈ [0, 2π ). The
metric square line, in this case, is given by

ds2 = R2
0 cosh2

(
z

R0

)(
1

R2
0

dz2 + dϕ2
)

. (C7)
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Clearly, one can identify the coordinates u → ζ = z/R0
and v → ϕ, and the conformal factor '(ω) → λ(ζ ) =
R0 cosh(z/R0). The expression Eq. (C5) is advantageous
since the conformal factor depends on one of the coordi-
nates. Further, it is convenient to define the following change
of variables: x = R0 sinh ζ , where x ∈ (−∞,∞), thus it is
not difficult to show that λ−1(ζ )∂ζ = ∂x. Indeed, the Dirac
equation reduces to the equation found above Eq. (19),
ih̄∂t5 = vF σ1 p̂x5 + vF σ2V (x)6̂ϕ5, where p̂x = −ih̄∂x and
6̂ϕ = −ih̄∂ϕ are linear and angular momentum operators,
and the expected effective potential found above V (x) =
1/

√
x2 + R2

0. The connection between the natural coordinates
and the polar coordinates can be accomplished by using the
change of variable r = eζ and identified ϕ → θ .

APPENDIX D: EXPLICIT PARAMETRIZATIONS

In this section, we show explicit parametrizations for the
catenoid, helicoid, B1-Bour, and the classical Enneper sur-
faces in polar coordinates (r,ϕ), following Ref. [55]. For the
catenoid

Xc(r,ϕ) =
(

α

2

(
1
r

+ r
)

cos ϕ,
α

2

(
1
r

+ r
)

sin ϕ,−α log r
)

;

(D1)

for the helicoid

Xh(r,ϕ) =
(

β

2

(
r − 1

r

)
sin ϕ,

β

2

(
r − 1

r

)
cos ϕ; βϕ

)
,

(D2)

for the classical Enneper surface

Xe(r,ϕ) =
(

r cos ϕ − r3

3
cos 3ϕ,−r sin ϕ

− r3

3
sin 3ϕ, r2 cos 2ϕ

)
, (D3)

and for the B1-Bour surface

Xb(r,ϕ) =
(

log r − r2

2
cos 2ϕ,−ϕ

− r2

2
sin 2ϕ, 2r cos ϕ

)
. (D4)

Using these parametrizations, Xc, Xh, Xb, and Xe, we have
drawn the surfaces inside Figs. 1, and 2, 4 with the help of
MATHEMATICA.
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