UNIVERSIDAD DE CIENCIAS
Y ARTES DE CHIAPAS

INSTITUTO DE INVE§TIGACI(')N E INNOVACION EN
ENERGIAS RENOVABLES

TESIS

PROPIEDADES ELECTRONICAS EN
MATERIALES CURVOS DE CARBONO

QUE PARA OBTENER EL GRADO DE:

DOCTOR EN MATERIALES Y
SISTEMAS ENERGETICOS
RENOVABLES

PRESENTA
ViCTOR ANDRES GONZALEZ DOMINGUEZ

DIRECTORES

DR. PAVEL CASTRO VILLARREAL
DR. JUAN ANDRES REYES NAVA

Tuxtla Gutiérrez, Chiapas Febrero de 2024.




‘.\\CAC-

w2 UNIVERSIDAD DE CIENCIAS Y ARTES DE CHIAPAS

SECRETARIA ACADEMICA
DIRECCION DE INVESTIGACION Y POSGRADO

Tuxtla Gutiérrez, Chiapas a |13 de febrero de 2024
Oficio No. SA/DIP/0116/2024
Asunto: Autorizacién de Impresion de Tesis

C. Victor Andrés Gonzilez Dominguez
CVYU: 736886
Candidato al Grado de Doctor en Materiales y Sistemas Energéticos Renovables

Instituto de Investigacién e Innovacién en Energias Renovables
UNICACH
Presente

Con fundamento en la opinién favorable emitida por escrito por la Comisién Revisora que analizo el
trabajo terminal presentado por usted, denominado Propiedades Electrénicas en Materiales Curvos de
Carbono cuyos Directores de tesis son el Dr. Pavel Castro Villarreal (CVU: 92896) y Dr. Juan Andrés
Reyes Nava (CVU: 77112) quienes avalan el cumplimiento de los criterios metodologicos y de
contenido; esta Direccion a mi cargo autoriza la impresion del documento en cita, para la defensa oral
del mismo, en el examen que habra de sustentar para obtener el Grado de Doctor en Materiales y
Sistemas Energéticos Renovables.

Es imprescindible observar las caracteristicas normativas que debe guardar el documento impreso, asi
como realizar la entrega en esta Direccion de un ejemplar empastado.

Atentamente
“Por la Cultura dé-mi Raza”’

Dra.Ca aO 4ntes Garcia

DIRECCION DE
INVESTIGACION Y POSGRADO

C.c.p.  Dr. Héber Vilchis Bravo, Encargado de la Direccién, Instituto de Investigacién e Innovacién en Energias Renovables UNICACH.
Para su conocimiento.
Dra. Laura Elena Verea Valladares, Coordinadora de Posgrado, Instituto de Investigacién e Innovacién en Energias Renovables,
UNICACH. Para su conocimiento.
Archivo/minutario.

RJAG/COG/igp/ger

Direccién de Investigacion y Posgrade &=
2024 Afio de Felipe Carrillo Puerto s Libramiento Norte Por.u‘ente ISSQ CP. 2?039 i
BENEMERITO DEL PROLETARIADO, Tuxtla Gutiérrez, Chiapas, Mexic
REVOLUCIONARIO Y DEFENSOR DEL MAYAB. Direccion de Teléfono: (961) 61 70440 Ext: 4

Investigacion investigacionyposgrado@unica
y Posgrado b




Indice general

Agradecimientos

Resumen

Parte I.- Introducciéon, Motivaciones y Fundamentos

1.

2.

Introduccién

1.1. Antecedentes . . . . . . . . . .. ...

1.2. Planteamiento del problema . . . . . . ... ... ... ....
1.2.1. Hipétesis . . . . . . .. ..o

1.3. Objetivos . . . . . . . .
1.3.1. Objetivo general . . . . .. .. ... ... .. .....
1.3.2. Objetivo especificos . . . . .. .. ... ... .. ...

1.4. Justificacidén . . . . . . . ..o

Fundamentos Tedricos

2.1. Nociones basicas de geometria y topologia . . . . .. . .. ..
2.1.1. El concepto de curvatura . . .. ... ... ... ...
2.1.2. Variedades de Riemann . . .. ... ..........

2.2. Superficies minimas . . . . . .. ..o

2.2.1. Catenoide y Helicoide . . . . ... ... ... ... ..

2

10

11

12
12
18
18
19
19
19
19



INDICE GENERAL 3

2.2.2. Superficie de Enneper . . . . . ... ... 31

2.2.3. Superficiesde Bour . . . . ... ... ... ... ... . 33

2.3. Teoria de Dirac en espacio curvo . . . . . . ... ... .... 34
2.4. Teoria del Funcional de la Densidad . . . . .. ... ... .. 36
2.4.1. Ecuacién de Schrodinger . . . . . . . .. ..o 36

2.4.2. Aproximacién Born-Oppenheimer . . . . . . . . . . .. 37

2.4.3. Principio variacional . . . . . . ... ..o 38

2.4.4. La aproximacién de Hartree-Fock . . . . . . . . .. .. 39

3. Grafeno: una revisién a sus propiedades electrénicas 42
3.1. Estructura cristalina . . . . . ... ... ... ... 42
3.2. Optimizacion geométrica con VASP . . . . . ... ... ... 44
3.3. Densidad de estados (DOS) . . . ... ... ... ... .... 47
3.4. Estructuradebandas. . . . . . ... .. ... 50
Parte II.- Resultados 53
4. Grafeno Catenoidal 54
4.1. Defectos en Nanocarbonos sp?. . . . . . . . . . ... .. ... 59
4.2. Estructura catenoidal . . . . . ... ... ... .00, 57
4.3. Optimizacién geométrica con VASP . . . . . . ... ... .. 58
4.4. Densidad de estados (DOS) . . . .. ... ... ... ... .. 61

5. Estados de Dirac en materiales curvos de carbono 65
5.1. Preliminares geométricos . . . . . . . . ... ... 65
5.1.1. Coordenadas naturales . . . . . ... ... ... .... 66

5.1.2. Coordenadas polares . . . . . ... ... ... ..... 69

5.2. Ecuacién de Dirac en la representacion de WE . . . . . . .. 71
5.2.1. Superficie catenoidal . . . . . .. ... ... ... 72

5.3. Ecuacién de Dirac en la representacién polar . . . . . . . .. 73



0.4.

INDICE GENERAL

5.3.1. Superficies minimas B,, . . . .. ... ... ... ...

Estados asintéticos de Dirac sobre las superficies de Bour

6. Dispersion analoga en las superficies de Bour

6.1.

6.2.

Ecuacién de Lippmann-Schwinger . . . . . . . . . . ... ...
6.1.1. Aproximacién de Born . . . . . .. ... ... ... ..
6.1.2. Aproximacién Born de orden superior . . . .. .. ..
Transmisién de onda de Dirac . . . . . . . . . ... ... ...
6.2.1. Funcién de densidad de probabilidad J® . . . . .. ..

6.2.2. Transmitancia y conductancia . . . . . . ... ... ..

7. Conclusiones

A. Programa VASP

Al
A2

Archivos de entrada . . . . . . . . ...

Archivos de salida . . . . . . . . . . ...

B. Red de Bravais

C. Calculo de la funcién de Green

D. Calculo de la aproximacién de Born de orden superior

D.1.
D.2.

Calculo de los términos 7, 41(p) . . . . . . . Lo

Calculo de los términos Cpy1(z) . . . . . ..o oL

E. Parametrizacién explicita

Referencias

Anexo

104

108
108
111

114

116

117
117
121

122

123

132



Indice de figuras

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.
1.6.

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.
3.7.
3.8.

Imagen de grafeno. . . .. ... .. oL

Propiedades mecanicas, térmicas y eléctricas del grafeno.

Grafeno y otros alétropos del carbono . . . . . . . ... ..
Una estructura rugosa de grafeno. . . ... ... ... ...
Estructuras grafiticas curvadas . . . . . . .. ... ... ..

Molécula de fullereno esférico Cgg . . . . . . . . . . .. ..

Geometrias 2D en 3D . . ... ..o Lo
Superficie catenoidal y helicoidal . . . . .. ... ... ...
Vista de un catenoide. . . . . . . . . ... ... ..

Superficie de Enneper . . . . .. ... oL

Estructura cristalina del grafeno y espacio reciproco . . . .
Archivo INCAR para la optimizacion del grafeno . . . . . .
Archivo POSCAR de la estructura cristalina del grafeno . . .
Parametros del archivo KPOINT del grafeno . . ... ...
Archivo CONTCAR de la estructura cristalina del grafeno . .
Celda unitaria optimizada del grafeno . . . . ... ... ..
Archivo INCAR para el cdlculo SC . . . . . ... ... ...

Densidad de carga electronica del grafeno . . . . . ... ..

5

13
14
15
16
17

24
28
29
32



INDICE DE FIGURAS

3.9. Archivo INCAR para el DOS del grafeno. . . . . ... .. .. 49
3.10. DOS del grafeno . . . . . .. ... 50
3.11. Archivo KPOINTS de la estructura de bandas del grafeno . . 51
3.12. Estructura de bandas del grafeno . . . . . ... ... ... 51
4.1. Diagrama de generaciéon de curvatura superficial . . . . . . . 56
4.2. Generador SWNT . . . . ... ... ... ... ... ..., 58
4.3. Grafeno catenoidal . . . . . . . .. ... ... 59
4.4. Archivo INCAR para la optimizacién geométrica . . . . . . . 59
4.5. Archivo POSCAR de la nanoestructura catenoidal . . . . . . 60
4.6. Archivo KPOINT de la nanoestructura catenoidal . . . . . . 60
4.7. Archivo CONTCAR de la nanoestructura catenoidal . . . . . 61
4.8. Archivo INCAR para el cadlculo SC . . . . ... .. ... ... 62
4.9. Densidad de carga electrénica del grafeno catenoidal . . . . . 62
4.10. Archivo INCAR para el DOS del grafeno catenoidal . . . . . 63
4.11. DOS del grafeno catenoidal . . . . . ... ... ... ... .. 64
5.1. Gréfica de la curvatura gaussiana . . . . . .. ... ... .. 76
5.2. Grafica del potencial efectivo . . . . . ... ... ... .. .. 78
6.1. Curvasdemnivel . . . . . . .. ... 93

6.2. Grafica de coeficientes de transmisiéon y reflexion correspon-
diente a la geometria catenoidal/helicoidal. . . . . . ... .. 97
6.3. Grafica de coeficientes de transmisiéon y reflexion correspon-
diente a la geometria Bi-Bour. . . . . ... ... ... 99
6.4. Gréafica de la transformada de Fourier. . . . . . . .. ... .. 100
6.5. Gréafica de coeficientes de transmision y reflexién correspon-
diente a la geometria clésica de Enneper.. . . . . . . .. . .. 102
6.6. Grafica de coeficientes de transmision y reflexién correspon-

diente a las geometrias Byso-Bour. . . . . . . ... ... L. 103



INDICE DE FIGURAS 7

Al
A2
A3.
A4
Ab.

B.1.

D.1.

Estructura del archivo POSCAR . . . . ... ... ... ... 109
Estructura del archivo POTCAR . . . .. .. ... ... ... 110
Pardametros del archivo INCAR . . . . .. ... ... ... .. 111
Parametros del archivo KPOINT . . . .. ... ... ... .. 112
Estructura del archivo DOSCAR . . . .. ... ... ..... 113
Tipodered de Bravais . . . . . .. ... ... ... ...... 115

Curvas de contornoI'y y I's . . . . . . o o oo o oo 119



Nomenclatura

v Velocidad de Fermi

H Curvatura media

K Curvatura gaussiana

K Curvatura principal

I Métrica

I Simbolo de Christotfel

RZV 5 Tensor de curvatura de Riemann
Ry Tensor de Ricci

’yA Matrices de Dirac

e“ A(x) Vierbeins

wa AP Coeficiente de conexion espin
loa Matrices de Pauli

H Operador Hamiltoniano

T Transmitancia

R Reflectancia

g Conductancia



Agradecimientos

Agradezco a la Universidad de Ciencias y Artes de Chiapas y al Instituto de
Investigacién e Innovacién en Energias Renovables por darme la oportunidad

de estudiar en sus instalaciones y desarrollar mi proyecto de investigacion.

Al Consejo Nacional de Humanidades, Ciencias y Tecnologias por el apoyo

financiero a lo largo de mi estudio de doctorado.

A mis directores de tesis; Dr. Pavel Castro Villarreal y Dr. Juan Andrés
Reyes Nava, por haberme permitido trabajar con ustedes y por brindarme

de sus conocimientos y motivaciones a lo largo de este proyecto.

A cada uno de mis revisores por todo el tiempo dedicado a las discusiones

en torno a mi trabajo de investigacion.

A mis padres y a mis hermanos que con su apoyo y consejos he logrado
culminar esta etapa de mi vida, siempre apoydndome tanto en lo académico

como personal y ddndome la motivaciéon para superar cada meta.



Resumen

El presente trabajo tiene por objetivo principal estudiar la propagacién de
los grados de libertad electrénicos con base en el modelo de Dirac sobre una
hoja de grafeno curvada con la geometria de una superficie de Bour B,,; como
la catenoide o helicoide (By), la superficie clasica de Enneper (Bjy), Be, entre
otros. Como consecuencia de la geometria polar de B,,, se encuentra que la
geometria de la superficie hace que los fermiones de Dirac se muevan como
si estuvieran sujetos a un potencial externo acoplado a un término de espin-
orbita. El potencial inducido por la geometria se interpreta como una barrera
de potencial, que es asintéticamente cero. Ademads, el comportamiento de
los estados asintéticos de Dirac y de los estados de dispersion se estudia
mediante el formalismo de Lippmann-Schwinger. Se encuentra que para las
superficies By y Bi, el fendmeno de transmisién total se da para valores
de energia suficientemente grandes, mientras que para las superficies B,,,
con n > 2, se muestra que hay un punto de energia Fx donde ocurre el
tunelamiento de Klein, mientras que para los valores de energia £ >> Ex
se encuentra que la conductancia estd completamente suprimida. También
obtenemos una estructura estable de una hoja de grafeno con la geometria
de un catenoide a partir de la herramienta computacional que implementa
la teoria del funcional de la densidad a través del programa llamado VASP

dando asi los indicios de la existencia de estos materiales hipotéticos.

10



Parte I.- Introduccion,

Motivaciones y Fundamentos

Resumen

En este primer segmento de la tesis, el objetivo es introducirnos en el trabajo
de investigaciéon. En esta parte no solo se presenta el tema y su contexto,
sino que también se justifica su importancia al exponer las motivaciones
del estudio y establecer los objetivos que guiaran su desarrollo. Ademas, se
abordan las bases y conceptos esenciales para ampliar la comprension del

tema y respaldar el enfoque de investigacion.

11



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

El grafeno [ver Fig. 1.1] fue sintetizado en el afio 2004 por Andre Geim y

Konstantin Novoselov, investigadores de la Universidad de Manchester.

Figura 1.1 : Imagen de grafeno. Fuente [1].

La sintesis fue realizada de una manera muy sencilla con ayuda de una
cinta adhesiva y grafito. Este trabajo les vali6 obtener el Premio Nobel de
Fisica en el ano 2010 [2]. Este hallazgo fue un parteaguas en la fisica del
estado soélido debido a la bidimensionalidad del grafeno y a las propiedades
mecanicas y electrénicas que posee que vuelven al grafeno un material tan

atractivo, inico y exético [ver Fig. 1.2].

12



1.1. ANTECEDENTES 13

Entre las propiedades a destacar podemos mencionar las siguientes; en lo
que respecta a sus propiedades térmicas, el grafeno posee una conducti-
vidad térmica extremadamente alta comparada con la de otros materiales
tridimensionales. La conductividad térmica del grafeno oscila alrededor de
5 x 102> W/mK [3]. En cuanto a sus propiedades mecénicas, el grafeno pue-
de ser deformado eldsticamente hasta un 23 % de su parametro de red [4],
siendo capaz de regresar a su posicién inicial después de que la deformacién
deja de ser aplicada.

Movilidad electrénica [cm?V~1s7}] Conductividad Térmica [Wm~'K™]
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Figura 1.2: El grafeno y sus propiedades mecéanicas, térmicas y eléctricas

comparadas con otros materiales. Fuente [5].

Incluso es posible concebir al grafeno como materia prima de otros alotropos
del carbono ya que puede plegarse para formar fullerenos [6,7], enrollarse en

nanotubos de carbono [8] y apilarse para formar grafito [ver Fig. 1.3].
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Figura 1.3: El grafeno es la materia prima de otros alétropos del carbono.
Puede plegarse para formar fullerenos (0 D), enrollarse para formar nano-

tubos (1 D) o apilarse y formar grafito (3 D). Fuente [9].

El grafeno cuenta con una brecha energética de tamafo cero, es decir, el
grafeno es un semimetal®. Adicionalmente, la relacién de dispersién del gra-
feno es lineal a bajas energias, en otras palabras, la banda de valencia y
la banda de conduccién se tocan en un punto formando un cono (Cono de
Dirac) alrededor de ese punto, més atin, el punto en el que las bandas se
tocan, coincide con el nivel de Fermi del grafeno. Esto implica que los elec-
trones en grafeno se comportan como fermiones de Dirac sin masa, que en
lugar de moverse a la velocidad de la luz se mueven a la velocidad de Fermi
(vp ~ 10% m/s). Este comportamiento fue demostrado experimentalmente
por la observacién de oscilaciones de la conductividad debido a un campo
magnético externo (efecto de Shubnikov-de Haas) [10], y también se habia

predicho tedricamente cuando se demostrd que la teoria del campo de Dirac

1Un semimetal es un material en el cual las bandas de valencia y las bandas de con-
duccién se superponen en una regién muy pequena, de tal manera que el nivel de Fermi

cae en el punto medio de dicho traslape.



1.1. ANTECEDENTES 15

en dimensiones de espacio-tiempo 241 emerge del modelo de tigh-binding?

de Wallace en el régimen de baja energia (véanse [11] y [12]).

Es importante mencionar que, en realidad, una hoja de grafeno no muestra
ni una perfecta horizontalidad ni una perfecta simetria hexagonal, es decir,
no es totalmente plano, ya que cuenta con pequenas corrugaciones. Desde
el punto de vista estructural también podemos deformar la hoja de grafeno
a partir de defectos topoldgicos, vacantes y/o dislocaciones, impurezas sin

carbono e hibridaciones [ver Fig. 1.4].

Figura 1.4: Una estructura rugosa de grafeno. Fue tedricamente disenada a

través de una distribucion controlada de defectos topologicos. Fuente [13].

En consecuencia las corrugaciones y los defectos modifican las propiedades
electronicas en comparacién al grafeno plano. De ahi que sea crucial tener
un mejor entendimiento sobre la forma en la que éstos defectos modifican
estas propiedades en el grafeno. Por ello, en afios recientes, muchos traba-
jos de investigacién se han enfocado en responder dicha pregunta usando
la ecuacién de Dirac como modelo natural para estudiar las propiedades
electrénicas y uno de las conclusiones principales es la aparicién de campos
pseudomagnéticos y pseudoniveles de Landau en el grafeno a causa de dichos

defectos [14-16]. Otras de las consecuencias a partir de este formalismo es

2Es un enfoque para calcular el transporte electrénico en sistemas bidimensionales
usando como aproximacién una base de funciones de onda basado en una combinacién

lineal de estas.
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que se pudo comprender el efecto Hall cudntico [17], las prediciones de los

fenémenos como el efecto tinel de Klein [18] y zitterbewegung® [19].

Como se menciond previamente se concibe al grafeno como materia prima
para formar otras estructuras de carbono, sin embargo, una década antes
de la llegada del innovador grafeno se planteaban estructuras hipotéticas de
grafito con geometrias curvas [ver Fig. 1.5]; aqui asumian que las inserciones
de defectos topoldgicos como los anillos de 5, 7 y 8 atomos de carbono
eran permisibles (asi como hexdgonos) en hojas grafiticas postulando una
gran variedad de estructuras finitas e infinitas [20,21]. En el planteamiento
de estas estructuras es donde se acuile el término de curvatura gaussiana’

positiva o negativa en la inserciéon de anillos pentagonales o heptagonales

respectivamente.

Figura 1.5: Posibles estructuras de grafito basadas en superficies minimas
periddicas curvadas por la introduccién de heptédgonos. (a) Superficie P; (b)

Superficie D; (c¢) Superficie G. Fuente [21].

3Por su nombre en alemén.
4ver Capitulo 2.1.1
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Para esta categoria de grafitos con curvaturas no positivas, en la actualidad
se les conocen como Schwarzitas, en memoria del matematico H. A. Schwarz,
quién desarroll6 las primeras superficies minimas periédicas. Los célculos
energéticos realizados en las Schwarzitas muestran que son mas estables que
Ceso [22-24] alétropo de carbono sintetizado por primera vez en 1985 por
Harold Kroto, Robert Curl y Richard Smalley, lo que les valié la concesion

del Premio Nobel de Quimica en 1996.

Figura 1.6 : Fullereno Cgp compuesto por 60 atomos de carbono. Fuente [25].

Aunque todavia no existe una sintesis experimental de las Schwarzitas, hoy
en dia existe una buena expectativa [25,26] de que esto serd asi con el
avance tecnolégico [27,28]. Como observamos, es importante estudiar las
caracteristicas geométricas de la superficie asociada con la estructura. Kl
primer concepto clave es la curvatura. Por lo que, las inserciones de los
defectos topoldgicos tienen un rol importante en la caracterizacién de los
nanocarbonos. Aquellos cuya curvatura es positiva esta el fullereno, con
curvatura cero tenemos a varios referentes; grafeno, grafito y nanotubo, y

con curvatura negativa tenemos a las Schwarzitas.
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1.2. Planteamiento del problema

El primer cuestionamiento que nos realizamos en esta investigacion es, si bien
las primeras estructuras de carbono con curvatura negativa cuya estructura
se asocia a superficies minimas periddicas, jPor qué no se ha investigado
una estructura de carbono asociado a una superficie mas sencilla® en com-
paracion a las Schwarzitas? Matematicamente hay un par candidatos que
responden a este cuestionamiento de los cuales destacan la catenoide o heli-
coide que son superficies minimas clasicas, sin embargo, estds superficies se
pueden parametrizar dentro de una familia de superficies minimas que se le
conocen como superficies Bour®. A partir de esto, surge de manera natural
las siguientes preguntas, suponiendo la existencia de una hoja de grafeno
curva con la geometria de una superficie de Bour, ;Serdn una estructura

estable? De ser asi, ;Qué fendmenos de transporte electrénico apareceran?

1.2.1. Hipotesis

Con lo antes mencionado, se sabe que la estabilidad de las estructuras curvas
de carbono viene del hecho de que en los anillos pentagonales o heptagonales
hay muy poca tensién mecédnica preservando asi la naturaleza del grafeno,
por lo que podemos esperar que nuestras estructuras hipotéticas planteadas
también puedan serlos. Por otra parte, sabemos que los electrones en gra-
feno se comportan como fermiones de Dirac sin masa, de hecho no solo en
grafeno, también se ha observado en nanotubos de carbono. Asi la presencia
de conos Dirac no se limita a nanoestructuras 1D o 2D, también se han
observado recientemente en materiales 3D méas complejos como las Schwar-
zitas [29]. Se cree que esto es una consecuencia directa del cono de Dirac

presente en grafeno, por lo que también se espera que los portadores de

5Nos referimos a la complejidad a nivel estructural.
Sver Capitulo 2.2.3.
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carga correspondientes a nuestras estructuras se comporten como fermiones
Dirac sin masa, y uno de los fenémenos de transporte electrénico a observar

es la de tunelamiento de Klein.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Estudiar la propagacién de los grados de libertad electrénicos con base en
el modelo de Dirac sobre una hoja de grafeno curvada con la geometria de

una superficie de Bour B,

1.3.2. Objetivo especificos

= Obtener una estructura estable de una hoja de grafeno curvada

asociada a esta geometria.
= Describir el transporte electrénico.
e Calcular los coeficientes de reflexiéon y transmision.

¢ Calcular la conductancia.

1.4. Justificacion

La importancia de llevar a cabo este trabajo de investigaciéon radica en su
contribucién al avance del conocimiento en el campo de la materia conden-
sada. En particular, la aplicacién de la ecuacién de Dirac en el espacio curvo
proporciona un marco natural para estudiar las propiedades electrénicas de
estructuras como la hoja de grafeno, especialmente cuando estdn sujetas a

ondulaciones y defectos topoldgicos.
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Las investigaciones actuales han demostrado la viabilidad experimental de
sintetizar estructuras complejas de hojas de grafeno curvadas, como las Sch-
warzitas. Este escenario ofrece un terreno fértil para explorar las propiedades

electrénicas de estas estructuras y comprender mejor su comportamiento.

El aporte fundamental de esta tesis radica en su enfoque tedrico, donde
se proponen nuevas estructuras y se profundiza en el analisis de sus pro-
piedades electronicas. Estos estudios son fundamentales para comprender
las posibilidades y limitaciones de los materiales a nivel microscopico, lo
que eventualmente podria conducir al disenio y desarrollo de materiales con
propiedades especificas y aplicaciones innovadoras en diversas areas tecno-
légicas. En resumen, esta investigaciéon no solo amplia nuestra comprensiéon
tedrica de la materia condensada, sino que también sienta las bases para

futuros avances en el desarrollo de materiales y tecnologias emergentes.



Capitulo 2

Fundamentos Teoricos

En este capitulo se abordaran los conceptos y teorias fundamentales que
serviran como base para este trabajo de investigacion que nos ayudaran a la

mejor comprension de capitulos posteriores.

2.1. Nociones basicas de geometria y topologia

En esta seccién introduciremos de una forma muy resumida conceptos béa-
sicos de geometria y topologia, para una introduccion detallada de estos

tépicos ver [30].

2.1.1. El concepto de curvatura

El concepto que se mencionara constantemente en esta tesis es la curvatura,
pero ;Qué es la curvatura? Intuitivamente, la curvatura es la cantidad por
la cual un objeto geométrico dentro de un espacio euclideo se desvia de ser
plano, o lineal, pero esto se define de diferentes maneras dependiendo del
contexto. En general, existen dos tipos importantes de curvatura: curvatura

extrinseca y curvatura intrinseca. La curvatura extrinseca mide cuénto se

21
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curva un objeto geométrico contenido en un espacio en relacién con este.
Una circunferencia en el plano es el ejemplo perfecto, en cada punto se
“curva” hacia el centro, y su curvatura es el reciproco, 1/r, de su radio r.
Circunferencias con radios pequefios se curvan mas y entonces tienen mayor
curvatura que circunferencias de mayor radio. De hecho, cuando el radio
tiende a infinito la circunferencia se ve cada vez menos “curva” o “redonda”
en relacién con el plano que lo contiene. La curvatura intrinseca, por otro
lado, tiene que ver con las propiedades geométricas del objeto mismo sin
ninguna consideracion del espacio en el que estd contenido. Imaginemos una
hormiga que vive en una circunferencia y que no puede ver nada fuera de su
mundo unidimensional. Desde su punto de vista la circunferencia es “plana”
en el sentido de que localmente las distancias se miden igual que en la linea
recta (euclidea). La tnica diferencia es que si la hormiga camina lo bastante,
va a regresar a su punto inicial. Asi, desde el punto de vista de la hormiga,

la circunferencia no es redonda.

La distincién entre curvatura intrinseca y extrinseca es mas interesante en
el caso de las superficies. Esta distincion fue estudiada por primera vez
en forma detallada por Carl Friedrich Gauss hacia 1820. Como ejemplo,
consideremos la superficie en el espacio tridimensional dada por la grafica

z = f(x,y) de la funcién

Flay) = 5(A2” + Bay +CyP), (21)

donde A, B y C son reales. Para medir la geometria extrinseca de una
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superficie en el espacio, consideramos la matriz de segundas derivadas de f*

(2.2)

SIS
Q vl

En el origen (0, 0), que es un punto critico de la funcién (es decir, las
derivadas se anulan), la matriz S se denomina operador de forma y mide
la concavidad o convexidad de la funcién en ese punto y en cada direccion.
Son de un interés especial las cantidades H = %(A + C), la mitad de la
traza, llamada curvatura media; y K = AC — BTQ, el determinante, llamada

curvatura gaussiana de la superficie en ese punto.

Para dar otro ejemplo instructivo, podemos comprobar que la curvatura

gaussiana de la esfera de radio R
{(:U,y,z)|a:2 +y2 —|—Z2 = R2}7 (23)

es K = 1/R2%. Por lo tanto, es inversamente proporcional al cuadrado de
su radio. El descubrimiento interesante de Gauss es que la curvatura es
en realidad un invariante intrinseco, en el sentido de que mide la geome-
tria intrinseca y no solamente la geometria del objeto respecto a como esta
contenido en el espacio tridimensional. De esta manera una superficie 2D
incrustada en un espacio 3D exhibe dos curvaturas principales 1 y k2. El

producto de las dos curvaturas principales se denomina curvatura gaussiana

K = Kika, (2.4)

18i tenemos una funcién de una variable, que podemos representar como una curva en
el plano, la primera derivada nos da la pendiente del vector tangente en cada punto. La
segunda derivada da la tasa de cambio de las pendientes. Para una superficie, es decir,
para una funcién de dos variables, obtenemos una matriz para la segunda derivada porque

debemos calcular las derivadas con respecto a dos direcciones.
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y la curvatura promedio, conocida como curvatura media, se puede expresar

como
1
H = 5(/4}1 + /‘\72). (25)

Segun el tipo de curvatura gaussiana K, existen tres tipos de geometrias en
un espacio 3D [31]:

(a) geometria euclidiana, donde K = 0;

(b) geometria esférica o elipsoidal, donde K > 0,

(c) geometria hiperbdlica, donde K < 0 [ver Fig. 2.1].

(®)

Figura 4.2 : (a) geometria euclidiana K = 0 (plano), (b) geometria esférica
K > 0, (c) un catenoide es un ejemplo de geometria hiperbélica en la que

todos los puntos tienen K < 0. Fuente [25].

Estas tres geometrias exhiben diferentes propiedades. Por ejemplo: en geo-

metria euclidiana la suma de los dngulos interiores de un tridngulo es exac-
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tamente 180°, en geometrias esféricas esta suma es mayor de 180° y en
geometrias hiperbdlicas la suma de los angulos interiores de un tridngulo
es menor de 180°. Por tanto, el plano es una superficie euclidiana, la esfera
pertenece a la geometria esférica y una superficie catenoidal corresponde a

la geometria hiperbdlica.

2.1.2. Variedades de Riemann

El siguiente paso importante después de Gauss lo dio Riemann [32], quien
introdujo dos nociones fundamentales de la geometria, la nocién de variedad
(de dimensién n) y la de métrica riemanniana (que expres6 en términos de
lo que él llam6 elemento de linea), un objeto matemético que nos permite
medir longitudes de curvas. La idea de variedad generaliza de forma natu-
ral la nocién de superficie. Notemos que cualquier superficie (por ejemplo
la esfera) tiene la propiedad de que localmente parece como una regiéon del
plano R2. Es decir, un entorno pequeiio de cada punto se ve como R?, pero
no asi la superficie total. Mas precisamente, si hacemos zoom en cualquier
punto, entonces lo que vemos es esencialmente indistinguible de un entorno
de R2. Una variedad n-dimensional es el concepto que resulta de la generali-
zacién obvia de esta idea: una n-variedad M"” es un objeto que localmente se
asemeja a R"™, el espacio euclideo n-dimensional. La naturaleza “localmente
euclidea” de las variedades nos permite generalizar algunas de las nociones
naturales del espacio euclideo, como las coordenadas: si restringimos nues-
tra atencién a pedazos suficientemente pequenios de M, nuestra posicion esta
determinada por los valores de n coordenadas locales z1, s, - - , z,. Con un
poco de trabajo podemos generalizar el calculo diferencial e integral a las
variedades. De hecho, las derivadas son una herramienta clave para com-

prender la curvatura de las variedades. La métrica riemanniana se define
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Ccomo
ds? = g drtdx". (2.6)

En general una métrica es una manera de medir la distancia entre dos puntos
cualesquiera de un espacio dado. Asi, una métrica riemanniana le da a una
variedad una geometria, pero también reciprocamente, cualquier geometria
expresada en una variedad corresponde a una métrica, aunque en una va-
riedad puede haber mas de una eleccién de métrica riemanniana. Una vez
que una variedad ha sido equipada con una métrica, podemos investigar
cualquier aspecto geométrico. A partir de esto comenzamos definiendo los
simbolos de Christoffel que son objetos parecidos a tensores, estos se definen
como

1
PZV = 5907 (Ov gy + Ougryw — awg;w) .2 (2.7)

y con ello podemos calcular el tensor de curvatura de Riemann

RM

avf

=9, — 9gl'k, + 10,1, —T7, TV 2.8
af Bt av B+ ov

« av: g’

La contraccion del tensor Riemann da el tensor de Ricci Ry, = R, y el

escalae de curvatura intrinseco es dado por la contraccion con la métrica

R = g™Rg,. (2.9)

2.2. Superficies minimas

Desde el siglo pasado, el nombre superficies minimas se ha aplicado a las

superficies que satisfacen la condicion

H=0, (2.10)

?También se les conoce como conexiones afines [33].
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es decir, la curvatura media se desvanece. Esto serd necesariamente satisfe-
cho por las superficies que minimizan el area dentro de una configuraciéon
de limites dada. Esto fue demostrado implicitamente por Lagrange para su-
perficies no paramétricas en 1760, y luego por Meusnier en 1776, que utilizd
la expresién analitica para la curvatura media y determiné dos superficies

minimas, el catenoide y el helicoide [ver Fig. 2.2].

A continuacién presentamos la representacion de Weierstrass-Enneper (WE)
para una superficie minima [34]. Se trata de una representacién matematica
que se utilizard para modelar la geometria de las estructuras de carbono

propuesta en en este trabajo de investigacién.

La representacion matematica de una superficie minima puede ser descrita
en términos del mapeo X : Q € C — R? definido en un dominio simplemente

conexo 2 a través de las funciones

X(w) =X+ %/w P (w)dw, (2.11)

wo
definido por cada w € €2, donde dw representa una medida apropiada de 2
y R representa la parte real. La funcién ®(w) se puede escribir en términos

de una funcién holomoérfica F(w) como

P(w) = ((1 —w?) Fw),i (1 +w?) Fw),2wF(w)). (2.12)

A partir de la notacion, las coordenadas locales u, v se pueden extraer de la
parte real e imaginaria de w = u + v, respectivamente. Una de las ventajas
de esta representacién es que se puede escribir el campo vectorial normal en
la superficie minima como [34]

1

N e

(298w, 20w, |w|* — 1), (2.13)

donde J representa la parte imaginaria. Ademas, el cuadrado del elemento de

linea ds® = gqpdé®de®, donde los componentes del tensor métrico se definen
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Figura 2.1 : a) El catenoide, una superficie minima de rotacién. b) Una parte

del helicoide, una superficie minima regulada. Fuente [34].

a través de gqup = 0, X - O X, con indices a,b = u, v puede ser escrito como
ds* = A*(w)|dw|?, (2.14)

donde |dw|? = du? + dv?. El factor conforme A%(w) estd dado por A?(w) =
| F(w)* (14 ]w|2)2. Por lo tanto, la representacién de WE da coordenadas
isotérmicas locales ® que siempre existen en una variedad bidimensional.
Ademas, se define el conjunto de puntos regulares de una superficie minima
por Q' = {w € Q: F(w) # 0}. Ahora, la curvatura gaussiana viene dada por

- 4
[F @)l (1 +|w]?)

K(w) = donde w € €. (2.15)

A continuacién discutiremos brevemente algunas de las superficies minimas

que trataremos a largo de esta tesis.

2.2.1. Catenoide y Helicoide

La Fig. 2.3 muestra una parte del catenoide. Esta superficie minima debe su

nombre al hecho de que se puede obtener girando una determinada catenaria

3En geometria diferencial, las coordenadas isotérmicas en una variedad riemanniana

son coordenadas locales donde la métrica es conforme a la métrica euclidiana.
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alrededor de algin eje. Si elegimos el eje z como eje de rotacion, todas las

catenoides se generan al rotar las catenarias

Figura 2.2 : a) Una visiéon global de la catenoide. b) Estas vistas de la

catenoide correspondiente a la parte |u| < 27, 0 < v < 7. Fuente [34].

a:zacosh(z ZO) con z € R, (2.16)

Q@
donde 2y y « son constantes arbitrarias, a # 0. Es uno de los resultados cla-
sicos del célculo de variaciones que toda superficie minima rotacionalmente
simétrica no plana es congruente con una parte de una catenoide. Claramen-
te, cada catenoide es una superficie minima doblemente conexa que puede

ser parametrizada por
x(u,v) = acoshucoswv,
y(u,v) = —acoshusinv, (2.17)
z(u,v) = au,

con —o0 < u < o0, 0 < v < 27, si escogemos zg = 0.

Observemos que (2.17) esté definido para todo w = u +iv € C. Por lo tanto
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el mapeo X : C — R3, X(w) = (z(w),y(w), z(w)), representa la superficie

del catenoide generada por el meridiano (2.16). El mapeo X : C — R3 es

armonico y conforme. De hecho, por medio de las férmulas

cosh(u + iv) = coshu cosv + isinh usin v,

sinh(u + iv) = sinhu cosv + i cosh usin v,

podemos concluir que

donde f : C — C? denota una curva isotrépica dado por
f(w) = (acoshw, iasinhw, aw) .
La funcién de Weierstrass F(w) correspondiente al catenoide es

Flw) = —%, w € C/{0}.

A partir de la ecuacién (2.11), o precisamente por
r=a+ iﬁ/lw(l — W) F(w)dw,
y = m/lwz‘ (14 w?) F(w)dw,
z= ER/lw 2wF (w)dw,

sustituyendo (2.21) en la ecuacién anterior obtenemos

c-afs (2]

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)
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w

Renombrando a la variable w — e~ y recordando que w = u+14v, se obtiene

la parametrizacién del catenoide
X(u,v) = (acoshucosv, —a coshusinv, au) , (2.24)

observemos que el resultado anterior coincide con la ecuacién (2.17).

De (2.20), leemos que la superficie adjunta
X*(w) := J[f(w)], (2.25)
del catenoide (2.17) estd dado por
x*(u,v) = asinhusinv,
y*(u,v) = asinhucosv, (2.26)
2" (u,v) = av,
o representado como
X* = oY (v) + sinhuZ(v), (2.27)
donde
Y (v) = (0,0,v), Z(v)= (sinv,cosv,0).

Asi, para cada v € R, la curva X*(-,v) es una linea recta que se encuentra
con el eje z perpendicularmente. Si fijamos u # 0, entonces X*(u, -) describe
una hélice con paso 27|a|. Esta hélice es zurda para a > 0 y derecha para
a < 0. Vemos que X* se genera por un movimiento en forma de tornillo de
alguna linea recta que se encuentra con el eje z perpendicularmente, por lo

tanto X* es llamado helicoide o superficie tornillo [ver Fig. 2.2-b].

2.2.2. Superficie de Enneper

La superficie minima X(w), w € C, dado por la representacién de Weierstrass

(2.11), (2.12) con

Flw) =1, (2.28)
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es la superficie de Enneper

X(w) =R (/Ow(l — W) F(w)dw, /Owi (14 w?) F(w)dw, /OW 2w.7-"(w)dw>,

(2.29)
esto es,
3 .3
X (w) :m<w—°‘;,z’w+“;,w2>. (2.30)
Asi los componentes de la superficie de Enneper estan dados por
1
Tr=1uU-— fu?’—i-uv?,
3
1
y=—v—uv+ §v3, (2.31)
2z =u? — 02

Figura 2.3 : Estas vistas del subconjunto de la superficie de Enneper corres-
pondiente a |u| < 2, |v| < 2 revelan el comportamiento de la superficie cerca
del origen. Los planos y ejes de simetria de la superficie se pueden ver en las

dos proyecciones sobre los planos de coordenadas. Fuente [34].
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2.2.3. Superficies de Bour

Las superficies de Bour estan definidos mediante
F(w) =cw™ 2 con we C/{0}, (2.32)

donde n € Ry ¢ € C, ¢ # 0. Denotaremos estas superficies, como superficies
B, o B, si se desea enfatizar el valor de n; esta notacién es sugerida por
el hecho de que las superficies fueron determinadas por primera vez por E.
Bour [35]. Si n # 0 nosotros podemos sin restricciéon elegir ¢ = 1 en F(w). Se
puede demostrar que n y —n dan la misma superficie, por lo que podemos
suponer n > 0. Las superficies especiales de particular interés son n = 0,
c = 1, el catenoide; n = 0, ¢ = 1, el helicoide derecho; n = 2, superficie de
Enneper. Esta clase de superficies minimas contiene claramente los ejemplos

considerados anteriormente. Excluyendo los casos anteriores, las ecuaciones

de B,, son
1 un—l un—l—l 1 Un—l vn+1
r=— — 4z - 7
2 <n—1 n+1) 2 <n—1 n+1>
i unfl un+1 i Unfl Un+1
=— - = , 2.33
Y 2<n—1+n+1> 2<n—1+n+1) (2:33)
u™ + o™
7= —.
n
Se usa con frecuencia las variables reales,  y 6, donde u = re?? y v = re=%.
Con éstas variables las ecuaciones son
,rm—l 7,,m—',—l
T= cos[(m —1)6] — — cos[(m + 1)6],
7,,m—l rm—&-l
y=-— sin[(m — 1)0] — mera sin[(m + 1)0], (2.34)
2rm

= — ).
7= cos(mb)
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2.3. Teoria de Dirac en espacio curvo

En esta seccién se sigue el tratamiento de [36] para introducir el modelo
méas simple para describir los grados de libertad electrénicos en materiales
curvos de carbono con curvatura gaussiana negativa; para ello, iniciamos

con la ecuacién de Dirac
ilava\ll =0, (2.35)

definido sobre un espacio-tiempo 2 + 1 curvo M, donde 7%(z) = ye“4 ().

Los v son las matrices de Dirac que satisfacen el algebra de Clifford
(74,48} = 294 B 150, (2.36)

donde N8 es la métrica de Minkowski. {e®4(x)} es el conjunto de vierbeins
que nos relaciona un conjunto de coordenadas localmente inerciales en un
punto X € M. Los indices latinos en mayisculas indican las coordenadas
del espacio plano de Minkowski mientras que los indices griegos indican las

coordenadas locales en el espacio curvo.

En la ecuacién de Dirac Vo, = 0, + Q4 es la derivada covariante para

la representaciéon espinorial del grupo de Lorentz SO(2,1), donde Q, =

1 AB[

AB
8Wa

’YA,’YB] es la conexion de espin y wy" son los elementos de una
1—forma que satisface las ecuaciones de Maurer-Cartan [30]. Tanto Q4 y
e“4(z) tienen informacién del contenido geométrico de la ecuacién de Di-
rac. El tensor métrico en un espacio-tiempo general puede ser escrito en

términos de los vierbeins, esto es, gos = €o” (7)es? (2)nap. Por simplicidad,

se considera un espacio-tiempo estacionario 4 con la parte espacial curvada
solamente ds® = —’L}det2+gijd$idl‘j coni,j = 1,2; donde v es la velocidad
de Fermi.

“En un espacio-tiempo estacionario, las componentes del tensor métrico, Guv, pueden

ser elegidos de tal manera que todos sean independientes de la coordenada temporal.
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A partir de esta métrica no es dificil mostrar que los vierbeins son e”

0

0= ]-7
elg = e =0y e, #0, tal que 9ij = eaiebjéab. Ademaés que wjg = wop =
wjo = 0y wjy # 0, con indices espaciales a,b,i,j y k. Por lo tanto, la

derivada covariante se reduce a

Vo = 0o,

1 al
V;j=0;+ gwj b[’ya,’yb}. (2.37)

Ahora, separemos los indices temporales de los espaciales en la ecuacién de

Dirac (2.35), esto lleva a un tipo de ecuacién de Schrodinger
thoo¥ = Hi ¥, (2.38)

donde Hx = —ihwryoy’ () V. Podemos hacer notar que la forma tensorial
y dependiente del espacio de la velocidad de Fermi vl i () = vpely(x)
es obtenida también utilizando 17 (x) = y%e’,(x). Teniendo esto en cuenta
podemos escribir el Hamiltoniano para la hoja curva de grafeno como una

teoria cuantica de campos

= /d%\/gqﬁ e 0y, (2.39)

0 Hg
donde Hyr = (Hg)T y el superindice T indica la matriz transpuesta. Las
letras K y K’ se refieren a los dos puntos independientes de Dirac. Una
representacion particular de las matrices de Dirac es 70 = —io3, v = 02,
donde o3 y 0%, con a = 1,2, son las matrices de Pauli estandar. En es ta
representacion, para grafeno plano Hx = —ihvpo - 0, es decir, el limite de

baja energia del modelo de tight-binding de Wallace [37].
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2.4. Teoria del Funcional de la Densidad

La teoria del funcional de la densidad (DFT) es un método de modelado
mecanico cuantico utilizado en fisica y quimica para investigar la estructu-
ra electrénica de los sistemas de muchos cuerpos, en particular los atomos,
las moléculas y las fases condensadas. Una solucién analitica de la ecuacion
de muchos electrones de Schrodinger no esta disponible, y una solucién nu-
mérica, aunque perfectamente posible en teoria, es efectivamente imposible
en la practica para méas de un puiiado de electrones debido a la velocidad
finita y la memoria de las computadoras. En esta seccién introduciremos
cualitativamente a DFT como un medio de eludir la solucién de la ecuacién
de Schrédinger de muchos electrones, ya que las propiedades de un sistema
de muchos electrones se pueden determinar mediante el uso de funciones
de la densidad electrénica. Para una introduccién detallada a la teoria del

funcional de la densidad ver las referencias [38-43].

2.4.1. Ecuacién de Schrodinger

El objetivo final de la mayoria de los enfoques quimicos cuanticos y fisica
del estado sélido es la solucién aproximada de la ecuacién de Schrédinger

no relativista independiente del tiempo
ﬁq:’l (Xla"' ;XN7R17"' aRM) — E?,\I]l (Xla"' 7XN7R17"' 7RM), (240)

aqui H es un operador diferencial que representa la energia total. H es el
hamiltoniano para un sistema que consiste en M ntcleos y N electrones en

ausencia de campos magnéticos o eléctricos.

H = H. o + Hpe. (2.41)
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La ecuacién (2.41) nos describe el desacoplamiento del movimiento electré-

nico con el movimiento nuclear, donde Heje y Hpye se definen [43]

7 N N
elec i Z V2 Z Z A Z Z — (2.42)

i=1 A=1 TiA = 1]>Z

. 1YL M M 7.7
Hpye =—= Y — V4 + . 2.43
PIFACAPIPIY 1o 249

En la ecuacién (2.42) el primer término representa la energia cinética de los
electrones, el segundo término representa la interaccién atractiva electrén-
nicleo, y el tercer término representa la interacciéon repulsiva electrén-electron.
En la ecuacién (2.43) el primer término representa la energia cinética de
los niicleos, y el segundo término representa la interaccién repulsiva nicleo-

nucleo.

2.4.2. Aproximacién Born-Oppenheimer

Debido a sus masas, los nicleos se mueven mucho més lentamente que los
electrones, por lo que podemos considerar a los ntucleos fijos y los electrones
en constante movimiento, en consecuencia, la energia cinética nuclear es
cero y su energia potencial es simplemente una constante. Por lo tanto, la
ecuacion (2.42) se reduce a

=3 vi-3 S L s s L

i=1 A—1 A

Ve + Vee.  (2.44)

@

La solucién de la ecuacién de Schrédinger con Hgp. es la funcién de onda

electrénica W .. v la energia electronica Fegje.
Helec\I’elec = Eelec‘l’elec- (245)
La energia total Ey se define

Etot = Eelec + Enuu (246)
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donde E,,, es el término de repulsiéon nuclear constante

M M ZaZ
B
Enuc = E E RAB . (247)
A=1B>A

2.4.3. Principio variacional

Cuando un sistema esta en el estado W, el valor esperado de la energia viene
dado por

(V| H|¥)

P= ey

(2.48)

donde (¥| H |¥) = /\I’*]:I\Ifdx.

El principio variacional establece que la energia calculada a partir de una
funcién de prueba ¥ es el limite superior a la verdadera energia de estado
fundamental Ey. La minimizacién completa del funcional E[¥] con respecto
a todas las funciones de onda de los N-electrones permitidas dara el verda-
dero estado de base Uy y la energia E[¥y] = Ep; esto es

Ep = min B[¥] = min (T + Ve + Vee |T), (2.49)

donde ¥ — N indica que V¥ es una funcién de onda de N-electrones permi-
tida. Si bien tal busqueda sobre todas las funciones elegibles obviamente no
es posible, podemos aplicar el principio variacional también a subconjuntos
de todas las funciones posibles. Uno suele elegir estos subconjuntos tales
que la minimizacién en la ecuacién (2.49) se puede hacer en algtiin esquema
algebraico. El resultado serd la mejor aproximacién a la funcién de onda
exacta que se puede obtener de este subconjunto particular. Es importante
darse cuenta de que al restringir la bisqueda a un subconjunto, la funcién
de onda exacta en si no puede ser identificada (a menos que la funcién de

onda exacta se incluya en el subconjunto, lo cual es bastante improbable).
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Un ejemplo tipico es la aproximacion de Hartree-Fock que se expone a conti-
nuacién, donde el subconjunto consiste en todos los productos antisimétricos

(determinantes de Slater) compuestos de orbitales de N spin.

2.4.4. La aproximaciéon de Hartree-Fock

Supongamos que ¥ (la funcién de onda de estado fundamental) se aproxima
como un producto antisimétrico de los N orbitales de espin ortonormales
1;(x), cada uno un producto de un orbital espacial ¢x(r) y una funcién de

espin o(s) = a(s), el determinante de Slater

Yi(x1)  Ya(x1) o0 Yn(x1)

1 |¥1(x2)  a(x2) - ¥n(x2)

\Ifo ~ \I/HF = (250)

Y1(xn) Pa(xn) o Yn(XN)

La aproximaciéon de Hartree-Fock es el método por el cual se encuentran los
orbitales ortogonales 1; que minimizan la energia para esta forma determi-
nante de ¥y
Egrp= min E[Vpgp]. (2.51)
‘IJHF—>N

El valor esperado del operador hamiltoniano con ¥ g en dado por

N N

Bur = (WnrH | War) =3 i+ . 3 Uy = £y). (2.52)
i= i,j=

= [0 |59 = Vet i (2.53)

define la contribucién debida a la energia cinética y la atraccién electrén-

nucleo y

Ty= [ [t it bdnda, (254
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Kij ://1/’?(X1)¢j(xl)7;1/11'(X2)¢;(X2)dx1dxz, (2.55)

las integrales son todas reales. las J;; se llaman integrales Coulomb, los K;
se llaman integrales de intercambio. La libertad variacional en la expre-
sién de la energia (ecuacién (2.52)) estd en la eleccién de los orbitales. La
minimizacién de la energia funcional con las condiciones de normalizacién

/ i (x)1;(x)dx = 6;; conduce a las ecuaciones diferenciales de Hartree-Fock

fbi = ey, i=1,2,3,---,N. (2.56)

Estas N ecuaciones tienen la apariencia de ecuaciones de valor propio, donde
los multiplicadores de Lagrange ¢; son los valores propios del operador f. El

operador de Fock f es un operador de un electrén efectivo definido como

f==5Vi —Zaﬁ-VHF(Z). (2.57)
A (2

Los dos primeros términos son la energia cinética y la energia potencial
debida a la atraccién electron-niicleo. Vip(i) es el potencial de Hartree-
Fock. Dicho potencial fisicamente representa el campo promedio repulsivo
en el cual estd sumergido el i-ésimo electrén, dicho campo es originado por

el resto de los electrones.

N
Virr(x1) = Z (jj(xl) — K (xl)) , (2.58)

Ji(x1) = /\zpj(xQ)P?;de. (2.59)

El operador de Coulomb J representa el potencial que un electrén en la
posicién x; experimenta debido a la distribucién de carga promedio de otro

electrén en el orbital espin ;. El segundo término en la ecuacién (2.58) es



2.4. TEORIA DEL FUNCIONAL DE LA DENSIDAD 41

la contribucién de intercambio de HF. El operador HF no tiene interpreta-
cién clésica, su interpretacién es naturaleza cuéantica, la cual proviene del

operador spin

RyGaitxn) = [ 0i0) bty ba)dxa, (260)

El potencial de HF no es local y depende de los orbitales de espin. Por lo
tanto, las ecuaciones de HF deben resolverse de forma autoconsistente. El
teorema de Koopmans® [44] proporciona una interpretacién fisica acerca de
las energias de cada orbital electronico €; que conforman la nube multielec-
trénica de (2.57). En otras palabras, el teorema de Koopmans representa
la energia necesaria para poder arrancar un electrén de la nuble multielec-

trénica.

SEstablece que en la teoria de Hartree-Fock de capa cerrada, la primera energia de
ionizacién de un sistema molecular es igual al negativo de la energia del orbital, del orbital

molecular ocupado més alto (HOMO, del inglés Highest Occupied Molecular Orbital).



Capitulo 3

Grafeno: una revision a sus

propiedades electronicas

En este capitulo se revisara el comportamiento electrénico del grafeno, sin
ser dopado ni deformado. La revision esta enfocada a partir del programa
VASP [ver Apéndice A], software que implementa la teoria del funcional de

la densidad [ver Seccién 2.4].

3.1. Estructura cristalina

En el grafeno, los 4tomos de carbono forman un arreglo bidimensional en
forma de red de panal, llamado honeycomb lattice en la literatura inglesa.
Esta estructura cristalina hexagonal puede ser caracterizada por la super-
posicién de dos redes de Bravais triangulares [ver Apéndice B| y una base

de dos dtomos [45]. Los vectores base pueden ser definidos como
a] = % (\@, 3> y ay = % (—\/g, 3) y (3.1)
donde a es la distancia C-C cuyo valor aceptado es a = 1.42 A [37,46].

42



3.1. ESTRUCTURA CRISTALINA 43

Figura 3.1 : a) Estructura cristalina del grafeno, cuyos vectores base son
denotados por a; y as. Los vectores d; conectan cada atomo de la subred
A (circulos blancos) con sus tres primeros vecinos de la subred B (circulos
negros). b) Red reciproca del grafeno de vectores base by y bs. El hexdgono

gris representa la primera zona de Brillouin. Fuente [47].

Otra forma de describir la red del grafeno es como una red triangular de
tipo A (circulos blancos) interpenetrada por una red triangular de tipo B
(circulos negros) [ver Fig. 3.1 (a)]. Puede observarse que cada atomo de tipo
A esta rodeado de tres d4tomos de tipo B, y viceversa. Los tres vectores que

conectan un dtomo de tipo A con sus primeros tres vecinos son [46,48,49]

51=g(ﬁ,1), 52:%(—\/3,1), d5=a(0,1). (32

Los vectores base by, by de la red reciproca del grafeno [ver Fig. 3.1 (b)]
pueden ser determinados de la condicién a; - b; = 27,5 , con ;5 la delta de

Kronecker; de donde se obtienen
by = o7 (V3.1), b= al (~v3.1). (3.3)
3a )7 3a ’

Observemos que la red reciproca, la cual tambien es una red hexagonal pero
estd rotada 90° respecto a la red directa. La primera zona de Brillouin es
construida como la celda de Weigner- Seitz de la red reciproca. De las seis

esquinas de la zona de Brillouin solamente dos no son equivalentes, como
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puede ser el par K4 = (:l: 3%[1,0) [37]. El resto de las esquinas pueden ser

obtenidas a partir de K; o K_ mas un vector de la red reciproca.

3.2. Optimizaciéon geométrica con VASP

Para realizar la optimizacién geométrica de la estructura cristalina del gra-
feno en VASP, se necesita configurar los 4 archivos de entrada; INCAR,

POSCAR, POTCAR y KPOINT.

([ ] R INCAR

! Relaxation
System = Graphene

! New calculation
ICHARG = 2
R R
! Electronic optimization

ENCUT = 520 ! 130 % of the ENMAX value in the POTCAR file
ISMEAR = 0

SIGMA = 0.05

B e S g d iy

! Ionic relaxation

! Relaxing atoms
1 C6

| Number of ionic steps

Fi -0.01 ! Forces smaller than 0.01 A/eV
B LS
=0

LREAL = .FALSE.
LWAVE = .FALSE.
LCHARGE = .FALSE.

Figura 3.2 : Pardmetros del archivo INCAR para la optimizacién geométrica

de la estructura cristalina del grafeno.

En el archivo INCAR especificamos que se realizard una optimizacién elec-
trénica y relajacion iénica de la estructura [ver Fig. 3.2]. Para mas detalles
acerca de los parametros utilizados en las etiquetas consulte [50]. Para el
archivo POSCAR colocaremos los datos de la estructura cristalina®, es de-

cir, los vectores red que se dispone en las lineas tercera a la quinta y la

La estructura cristalina hexagonal del grafeno puede ser caracterizada por la super-

posicién de dos redes de Bravais triangulares y una base de dos dtomos.
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base atémica que se coloca en las lineas nueve y diez, en conjunto definen
la celda unitaria del sistema [ver Fig. 3.3]. En cuanto al archivo POTCAR
recordemos es una lista de pseudopotenciales para cada atomo que confor-
ma el sistema, en nuestro caso el 4tomo corresponde al carbono C que es

suministrado por el paquete VASP.

[ J B POSCAR
Graphene

-2.130422493 0.000000000

. 2.130422493 0.000000000

0.000000000 0.000000000 20.000000000
C

2

Cartesian

0.000000000 0.000000000 0.000000000
1.230000000 0.710140831 0.000000000

Figura 3.3 : Archivo POSCAR de la estructura cristalina del grafeno.

En el archivo KPOINTS especificaremos los puntos que VASP utilizara para
muestrear la primera zona de Brillouin en el espacio reciproco. Aqui utili-
zaremos una generacién automatica de k-mesh con el método I'-centered
asignando el nimero de subdivisiones Ny, N2 y N3 como 36, 36 y 1 respec-

tivamente [ver Fig. 3.4].

R KPOINTS

! Comment line
@ —> determine number of k points automatically
! Generate a Gamma centered mesh
! Subdivisions N_1, N_2 and N_3 along the reciprocal lattice vectors
! Optional shift of the mesh (s_1, s_2, s_3)

Figura 3.4 : Archivo KPOINT de la estructura cristalina del grafeno.

Es importante mencionar que para realizar los calculos necesitamos contar

con un equipo de supercomputo el cual tenga cargado el programa y todas
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sus librerias, asi como la licencia para poder usarla. En este caso se ges-
tioné una cuenta de usuario en LARCAD 2 perteneciente a la Facultad de
Ciencias en Fisica y Matematicas de la Universidad Auténoma de Chiapas.
Para poder conectarnos a LARCAD necesitamos ejecutar un protocolo de
conexién remota desde cualquier equipo de cémputo desde una terminal,
que cuente con un sistema operativo UNIX. Es importante que al entrar
creemos un carpeta donde se guarden todos los archivos de salidas después

de finalizar los cdlculos en VASP.

Una vez realizado estos puntos y una vez finalizado el calculo, el archivo de
salida que nos interesa es el CONTCAR que contiene la geometria de red y

posiciones i6nicas después de la optimizacién [ver Fig. 3.5].

[} R CONTCAR

Graphene
1.0000000000000000

1.2300000000000000 -2.1304224930000002 0.0000000000000000
1.2300000000000000 2.1304224930000002 0.0000000000000000
0.0000000000000000 0.0000000000000000 20.0000000000000000
12

2

Direct

0.0000000000000000 ©0.0000000000000000 0.0000000000000000
0.3333333333333357 0.6666666666666643 0.0000000000000000

0.00000000E+00 0.00000000E+00 ©0.00000000E+00
0.00000000E+00 0.00000000E+00 ©0.00000000E+00

Figura 3.5 : Archivo CONTCAR: contiene datos optimizados de la estruc-

tura cristalina del grafeno.

Observemos que el archivo CONTCAR y POSCAR son muy similares, la
diferencia radica en que la base atémica estd en coordenadas directas y no
en cartesianas [ver Fig. 3.5 y 3.3]. También es importante recalcar que los
datos entre ambos archivos no difieren mucho entre si, esto significa que

inicialmente dimos una configuracién cercana al equilibrio mecanico.

2Laboratorio Regional de Cémputo de Alto Desempefio.
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oy

c

S -

Figura 3.6 : Celda unitaria optimizada de la estructura cristalina del grafeno

visualizada en el programa VESTA.

Con ayuda del programa VESTA [51] podemos visualizar la celda unitaria

optimizada de nuestra estructura cristalina del grafeno [ver Fig. 3.6].

3.3. Densidad de estados (DOS)

Para calcular la densidad de estados  del sistema, se necesita realizar previa-
mente el clculo de autoconsistencia (Self-Consistence calculation) también
conocido como el método de Hartree-Fock [ver Seccién 2.4.4]. Este método
se utiliza para determinar la energia de un sistema de muchos cuerpos en un
estado estacionario. Para comenzar este calculo creamos una nueva carpeta
en nuestra cuenta en LARCAD y colocamos nuevamente los 4 archivos de

entrada.

En el archivo INCAR modificamos ligeramente algunos parametros con res-

pecto al archivo INCAR anterior [ver Fig. 3.2], por ejemplo; pedimos que

3DOS por sus siglas en inglés.
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[ R INCAR
! SC - Calculation

System = Graphene

PREC = Accurate

ISTART = @ ! New calculation
ICHARG = 2

B G LS s
! Electronic optimization

ENCUT = 520 ! 130 % of the ENMAX value in the POTCAR file
ISMEAR = 0

SIGMA = 0.05

HHRRUARAR BRI ARSI R ARSI S

! Tonic relaxation

1ISIF = 2 ! Relaxing atoms
IBRION = -1 ! No update

NSW = @ ! Number of ionic steps
EDIFF = le-6

EDIFFG = -0.01 ! Forces smaller than 0.01 A/eV
FHRHH AR

ISYM = 0

LREAL = .FALSE.

LWAVE = .TRUE.

LCHARGE = .TRUE.

Figura 3.7 : Archivo INCAR para el cdlculo SC.

no haya una actualizacién para la relajaciéon idénica y que se escriban las
densidades de carga? [ver Fig. 3.7]. Para el archivo POSCAR, simplemen-
te tomamos nuestro archivo CONTCAR del célculo anterior [ver Fig. 3.5]
y lo nombramos POSCAR, en lo que respecta a los archivos POTCAR y
KPOINTS son los mismos que se utilizaron en el calculo previo. Una vez
terminado el cilculo de autoconsistencia, el archivo de nuestro interés es
CHGCAR que contiene la densidad de carga electrénica en la configuracién

nuclear estabilizada [ver Fig. 3.8].

En este punto ya es posible calcular la densidad de estados del sistema,
nuevamente creamos una carpeta en nuestro usuario y copiamos exactamente
los archivos: POSCAR, POTCAR, KPOINTS y CHGCAR. En el archivo
INCAR especificamos que se haga lectura de la densidad de carga (archivo
CHGCAR) y también indicamos el nimero de puntos de densidad de estados

que se quiere evaluar [ver Fig. 3.9].

4 Archivos CHGCAR y CHG
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Figura 3.8 : Densidad de carga electrénica del grafeno visualizada en VESTA.

[ B INCAR
1 DOS calculation

System = Graphene
PREC = Accurate

ISTART = 1 ! Charge densities read from CHGCAR
ICHARG = 11
A

! Electronic optimization

ENCUT = 520 ! 130 % of the ENMAX value in the POTCAR file
! Tetrahedron method, suggested for DOS calculations

A A,
# DOS calculations

LORBIT = 11 ! Output DOSCAR and PROCAR
! Number of points of DOS
! Specifies the boundary of energy range

A,
! Tonic relaxation

! Relaxing atoms
! No update
! Number of ionic steps

= -0.01 ! Forces smaller than 0.01 A/eV
A,
ISYM = @
LREAL = .FALSE.
LWAVE = .TRUE.
LCHARGE = .TRUE.

Figura 3.9 : Archivo INCAR para la densidad de estado del grafeno.

Al termino del célculo analizamos el archivo de salida DOSCAR, este archivo
recordemos contiene informacion acerca de las energias de amarre de los
electrones a los niicleos, la integral de la DOS y del ntimero de estados por

unidad de energia de la nube electrénica del sistema. A partir de P4AVASP?

5Es una poderosa herramienta de visualizacién 3D de cédigo abierto para el paquete

de software de quimica computacional y dindmica molecular VASP.
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graficaremos la densidad de estados electrénicos del grafeno [ver Fig. 3.10].

Electronic Density of States
Density (states/eV) Graphene
L e e o e LA B e e e e e

S

T

36
34
32
30

T 1 1 T T 1 1 1T T T 17

S
T

e
>
T T T 1T

PR P I R I N I NI NI I S [ N T I I I
-200 -18.0 -160 140 120 100 -80 -60 -40 -20 00 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Energy (eV)

Figura 3.10 : Densidad de estados electrénicos del grafeno.

Observemos que a nivel de Fermi obtenemos la relacién p(E) o | E| tal como

lo reportan K. S. Novoselov et al [37].

3.4. Estructura de bandas

Como punto final en el estudio de las propiedades electrénicas del grafeno
estudiaremos la estructura de bandas. En estas instancias se tiene todos los
ingredientes para célculo en VASP, en una nueva carpeta en nuestro usuario
colocamos los archivos; INCAR, POSCAR, POTCAR y CHGCAR, estos
corresponden del calculo anterior (DOS). El archivo que se modificara es el

KPOINTS, aqui colocaremos el k-path adecuado con apoyo de VASPKIT®

SVASPKIT es un programa de linea de comandos que tiene como objetivo proporcionar
una interfaz potente y facil de usar para realizar andlisis de alto rendimiento de una
variedad de propiedades de material a partir de los datos en bruto producidos por el

codigo VASP.
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[52] para la estructura de bandas del grafeno [ver Fig. 3.11].

B KPOINTS

k-points along high synmetry lines for hexagonal str.
36

line

reciproca
0.000

-0.333

-0.333
0.500

0.500
0.000

1

0.000
0.666

0.666
0.000

0.000
0.000

0.000 !
0.000 !

0.000 !
0.000 !

0.000 !
0.000 !

Figura 3.11 : Archivo KPOINTS de la estructura de bandas del grafeno.

Al final del cédlculo con apoyo de PAVASP obtenemos la estructura de bandas

electrénicas del grafeno [ver Fig. 3.12].

Energy (eV)

Bandstructure

K—;’mim distance M } r

Figura 3.12 : Estructura de bandas del grafeno.

La teoria del funcional de la densidad simplifica los calculos dejando a un

lado el uso de la funcion de onda en la determinaciéon del movimiento de

electrones y 4tomos en una estructura cristalina. En su lugar, calcula las

propiedades electrénicas a partir de la densidad tridimensional de las nubes
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electronicas del sistema, y a partir del uso de VASP fue posible reproducir
los resultados reportados de las propiedades electrénicas del grafeno [37,53],
de esta manera se cimientan las bases para el estudio de un material de

grafeno curvo que se abordaran en el siguiente capitulo.



Parte 11.- Resultados

Resumen

En este segundo segmento de la tesis, el objetivo es presentar los resulta-
dos detallados de la investigacién en donde se analizard y se discutird su
relevancia en relacién con los objetivos planteados al inicio de esta tesis.
Ademas, se abordaran las interpretaciones y conclusiones, asi como posibles

implicaciones y recomendaciones para futuras investigaciones.
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Capitulo 4

Grafeno Catenoidal

Como sabemos, idealmente una hoja de grafeno es un cristal 2D perfecto en
el que los dtomos de carbono se ordenan perfectamente en hexdgonos. Pero
en realidad, una lamina de grafeno no muestra ni una perfecta horizontali-
dad ni una perfecta simetria hexagonal. De hecho, inevitablemente contiene
un numero considerable de defectos. Desde el punto de vista estructural, los

defectos en una hoja de grafeno se clasifican en cuatro grupos:

1) Defectos topolédgicos;
2
3

Presencia de enlaces quimicos sp® debido a la hibridacién;

(1)
(2)
(3) Vacante y/o dislocacién;

(4) Impureza sin carbono.

La clase de defectos topoldgicos es un punto importante de este capitu-
lo. Un defecto topoldgico se produce al introducir anillos no hexagonales
(por ejemplo, pentdgonos o heptdgonos) en la hoja de grafeno perfecta con
simetria hexagonal. Veremos mas adelante que la presencia de defectos to-
polégicos puede proporcionar una alteracion significativa en la geometria de

los nanocarbonos. Aqui, el término topologia significa la conectividad local

54
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de los atomos de carbono a través de enlaces covalentes, aunque tiene un
significado més abstracto como jerga matemadtica [54]. Al ser insertado en
una lamina de grafeno, un defecto topoldgico rompe localmente el orden
estructural de la red hexagonal, alterando la conectividad de los atomos de
carbono en una regién limitada. Veremos que la presencia de defectos to-
poldgicos puede causar una alteracién significativa en la geometria de las

laminas de nanocarbono originalmente planas.

Se debe hacer hincapié en el hecho de que la alteracién inducida por defectos
en la geometria puede permitir una nueva clase de materiales de nanocar-
bono de forma anémala dotados de curvatura superficial y/o torsién. Los
ejemplos incluyen, entre otros, polimeros de fullereno en forma de mani [55],
nanoespiras de carbono en forma de hélice [56] y Schwarzita de carbono
en forma de giroide [21]. Muchas propiedades intrigantes de los tres nano-
carbonos de forma andémala se han revelado en la tltima década. En este
contexto, el presente capitulo tiene como objetivo obtener un material de
nanocarbono con estructura catenoidal, y en particular determinaremos la

densidad de carga y estados con ayuda de VASP.

4.1. Defectos en Nanocarbonos sp?

Los defectos topolégicos juegan un papel crucial en la adaptacion de las
estructuras de equilibrio de las ldminas de grafeno [21,25]. Esto se debe a
que la insercién de defectos topoldgicos en una hoja de grafeno provoca un
cambio en la conectividad local de los atomos de carbono, lo que da como
resultado un cambio global en la geometria de la hoja de la estructura pla-
na a la curva, como se explica a continuacién. La Fig. 4.1 proporciona un
diagrama esquematico de la generacién de la curvatura de la superficie me-

diante la insercién de defectos topoldgicos [57,58]. Supongamos que tenemos
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una ldmina de grafeno monoatdémica con simetria hexagonal perfecta, como

se muestra en el panel central de la Fig. 4.1.

positive disclination ideal graphene negative disclination
5 =60° s=-60°

Figura 4.1 : Diagrama de generacién de curvatura superficial por insercién
de defecto topologico. Una porcion de una hoja de grafeno inicialmente plana
(centro) se dota de una curvatura de superficie positiva (izquierda) o nega-
tiva (derecha) cuando se elimina o agrega una cufia /3 (drea sombreada)

de la hoja original, respectivamente. Fuente [58].

A continuacién, quitamos una cunia de 7/3 de la hoja original y tiramos de
los dos nuevos bordes para conectarlos entre si. La estructura resultante se
muestra en el panel izquierdo de la Fig. 4.1. Se debe prestar especial aten-
cién a que la conectividad atomica local se altere solo en los anillos centrales
de carbono, desde el hexagono hasta el pentidgono, mientras que otros ani-
llos hexagonales que rodean el anillo central no hexagonal permanecen sin
cambios. Este diagrama muestra que la insercion artificial de un anillo de
pentigono en la lamina hexagonal perfecta produce una transformacion de

la capa plana a una capa de grafito curvada positivamente.

Una situaciéon contrastante se ilustra en el panel derecho de la Fig. 4.1. En
esa situacién, una cufia de 7/3 sombreada en el panel central se reemplaza
a la fuerza por dos cunias de 7/3 ya unidas. Como consecuencia, la ldmina
originalmente plana (panel central) se transforma en una ldmina de grafito

en forma de silla de montar que tiene un anillo heptagonal en el centro
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(panel derecho). De manera similar al caso anterior, la configuracién atémica
local permanece sin cambios a excepcion del anillo central no hexagonal.
Hemos sabido que el cambio artificial en la conectividad atémica local en el
centro de una lamina plana de grafeno da como resultado un grafeno curvado
positiva o negativamente. Entonces, ;qué sucede si el hexdgono central se
reemplaza por anillos méas grandes (octdgono, nondgono o méas) o anillos
més pequenos (cuadrado y tridngulo)? En principio, se puede construir una
hoja severamente curvada con curvatura superficial positiva o negativa a
través de tal alteracién de la conectividad local; sin embargo, la mayoria
de ellos resultaron ser mecianicamente inestables y, por lo tanto, sera dificil

sintetizarlos en la realidad [59].

4.2. Estructura catenoidal

A continuacién construiremos una nanoestructura catenoidal, es decir, una
estructura con geometria hiperbdlica cuya curvatura gaussiana K < 0. Co-
mo base de nuestra estructura consideraremos los primero 16 4tomos de un
nanotubo armchair de carbono de pared simple (SWNT) que se generara
mediante el software VMD, este es un programa de visualizacién molecular
para mostrar, animar y analizar grandes sistemas biomoleculares utilizando
graficos en 3D y secuencias de comandos integradas [60] [ver Fig. 4.2]. Una
vez realizado esto exportamos las coordenadas a un archivo .xyz y poste-
riormente lo abrimos en el programa Avogradro, este programa es un editor
y visualizador de moléculas avanzado disenado para uso multiplataforma en
quimica computacional, modelado molecular, bioinformética, ciencia de ma-
teriales y dreas relacionadas [61]. Con ayuda de este editor se coloc6 dtomo
por atomo a la base inicial dado por VMD, y para inducir la curvatura ne-
gativa se insertaron 8 anillos heptagonales; dos al frente, dos atras y dos en

ambos costados de la estructura [ver Fig. 4.3]. La nanoestructura catenoidal
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VMD 1.9.4a43 OpenGL Display

Topology Building Opti

Length of bond (nm): 0.1418
Bonds Angles Dihedrals Impropers

Nanotube Building Options:

Nanotube chiral index n: 4
Nanotube chiral index m: 4
Nanotube length (nm): (3

Graphene Sheet Building Options:

Edge length along x (nm): 5
Edge length along y (nm): 10

Number of layers: 1
Graphene edge type: @ Armchair @ Zigzag

Figura 4.2 : Generador de nanotubo en VMD.

tiene un total de 104 dtomos de carbono y el cuello un didmetro de 5.77 A.
Una vez obtenido la estructura exportamos los datos a VESTA para crear
la celda unitaria de trabajo que servira para la optimizacién de la geometria

en VASP como se detalla en la siguiente seccién.

4.3. Optimizaciéon geométrica con VASP

Para realizar la optimizacién geométrica de la nanoestructura catenoidal en
VASP, se necesita configurar los 4 archivos de entrada; INCAR, POSCAR,
POTCAR y KPOINT [ver Seccién A]. En el archivo INCAR especificamos
que se realizard una optimizacién electrénica y relajacion iénica de la es-
tructura [ver Fig. 4.4]. Para més detalles acerca de los pardmetros utilizados
en las etiquetas consulte [50]. Para el archivo POSCAR colocaremos los da-
tos de la estructura, es decir, las dimensiones de la celda unitaria como la

posicién atémica de cada carbono [ver Fig. 4.5].
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ece # Nanoestructura.xyz - Avogadro

ke & K D 8 o Tool Settings. Display Seftings.

viow 1

Figura 4.3 : Nanoestructura catenoidal obtenida con Avogadro.

o A INCAR

! Relaxation

System = Catenoid
PREC = Nornal

ISTART = 0 ! New calculation
ICHARG = 2
A AR
! Electronic optimization

! 130 % of the ENMAX value in the POTCAR file

! Tonic relaxation

ISIF = 2 ! Relaxing atoms
1 Co

! Number of ionic steps

! Forces smaller than .01 A/eV
R,

Figura 4.4 : Parametros del archivo INCAR para la optimizacién geométrica

de la nanoestructura catenoidal.

En cudnto al archivo POTCAR recordemos es una lista de pseudopoten-
ciales para cada atomo que conforma el sistema, en nuestro caso el atomo
corresponde al carbono C que es suministrado por el paquete VASP, el ar-
chivo a usar es exactamente el que se us6 con los calculos de optimizaciéon

del grafeno.
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[ B POSCAR
ICatenoid

15.3523368835 0.0000000000 0.0000000000
0.0000000000 15.3523368835 0.0000000000
0.0000000000 0.0000000000 15.3523368835

104
Cartesian
10.492663285 7.731328897 7.298403512
10.071483746 9.175778798
9,834788843
10.523368478

9.064433009

9.200873694
8.069753112
8.066242901
9.193993278

6.810653503 4.856208227 6.722283306

Figura 4.5 : En la parte izquierda se muestra la celda unitaria de trabajo y

la parte derecha el archivo POSCAR de la nanoestructura catenoidal.

En el archivo KPOINTS especificaremos los puntos que VASP utilizara para
muestrear la primera zona de Brillouin en el espacio reciproco. Aqui utili-
zaremos una generacién automatica de k-mesh con el método I'-centered
asignando el namero de subdivisiones N1, No y N3 como 1, 1 y 1 respecti-

vamente [ver Fig. 4.6].

B KPOINTS

Figura 4.6 : Archivo KPOINT de la nanoestructura catenoidal.

Estos archivos de entrada se colocan en una carpeta en nuestra cuenta LAR-
CAD y una vez finalizado el calculo en VASP, el archivo de salida que nos
interesa es el CONTCAR que contiene la geometria de red y posiciones

iénicas después de la optimizacién [ver Fig. 4.7].
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B CONTCAR

S5 0.0000000000000000  0.0080D00000000000
000000000000000 15, 3523368334999996 0. 0000000000000000
000800000000000 0. 0000000000090000 15, 3523368834999996,

Figura 4.7 : En la parte izquierda se muestra la celda unitaria de trabajo
optimizada y la parte derecha el archivo CONTCAR de la nanoestructura

catenoidal.

Observemos que el archivo CONTCAR y POSCAR son muy similares, la
diferencia radica en que las posiciones atomicas estan en coordenadas di-
rectas! y no en cartesianas [ver parte derecha Fig. 4.7 y 4.5]. También es
importante recalcar que las estructuras de ambos archivos no difieren mucho
entre si, esto significa que inicialmente dimos una configuracién cercana al

equilibrio mecénico [ver parte izquierda Fig. 4.7 y 4.5].

4.4. Densidad de estados (DOS)

Para calcular la densidad de estados del sistema, primero realizaremos el
calculo de autoconsistencia también conocido como el método de Hartree-
Fock [ver Seccién 2.4.4]. Este método se utiliza para determinar la energia
de un sistema de muchos cuerpos en un estado estacionario. Para comenzar
este célculo creamos una nueva carpeta en nuestra cuenta en LARCAD y

colocamos nuevamente los 4 archivos de entrada.

En el archivo INCAR modificamos ligeramente algunos pardametros con res-

pecto al archivo INCAR anterior [ver Fig. 4.4], por ejemplo; pedimos que

'Es un sistema de coordenadas en el que los vectores base utilizados para describir el

espacio son los vectores de red de una estructura cristalina periédica.
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[ B INCAR
! SC - Calculation

System = Catenoid
PRE

! New calculation

I
1 Electronic optimization

1 130 % of the ENMAX value in the POTCAR file

! Relaxing atons
! No update
! Number of ionic steps

! Forces smaller than 0.01 A/eV
I

Figura 4.8 : Archivo INCAR para el célculo SC.

no haya una actualizacion para la relajacién idnica y que se escriban las
densidades de carga? [ver Fig. 4.8]. Para el archivo POSCAR, simplemen-
te tomamos nuestro archivo CONTCAR del célculo anterior [ver Fig. 4.7]
y lo nombramos POSCAR, en lo que respecta a los archivos POTCAR y
KPOINTS son los mismos que se utilizaron en el calculo previo. Una vez
terminado el cilculo de autoconsistencia, el archivo de nuestro interés es
CHGCAR que contiene la densidad de carga electrénica en la configuracién

nuclear estabilizada [ver Fig. 4.9].

N ,’

-

Figura 4.9 : Densidad de carga electrénica de la nanoestructura catenoidal

visualizada en VESTA.

2 Archivos CHGCAR y CHG
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En este punto ya es posible calcular la densidad de estados del sistema,
nuevamente creamos una carpeta en nuestro usuario y copiamos exactamente
los archivos: POSCAR, POTCAR, KPOINTS y CHGCAR. En el archivo
INCAR especificamos que se haga lectura de la densidad de carga (archivo
CHGCAR) y también indicamos el nimero de puntos de densidad de estados

que se quiere evaluar [ver Fig. 4.10].

Al termino del célculo analizamos el archivo de salida DOSCAR, este archivo
recordemos contiene informacion acerca de las energias de amarre de los
electrones a los nicleos, la integral de la DOS y del ntimero de estados por
unidad de energfa de la nube electrénica del sistema. A partir de PAVASP3

graficaremos la densidad de estados electrénicos del grafeno [ver Fig. 4.11].

[ ] R INCAR
! DOS calculation

System = Catenoid

PREC = Accurate

ISTART = 1 ! Charge densities read from CHGCAR
ICHARG = 11

I
! Electronic optimization

ENCUT = 520 ! 130 % of the ENMAX value in the POTCAR file
ISMEAR = -1 ! Gaussian smering

SIGMA = 0.2

B S a

# DOS calculations

LORBIT = 11 ! Output DOSCAR and PROCAR

NEDOS = 5000 ! Number of points of DOS

1EMIN = 6.0 ! Specifies the boundary of energy range
1EMAX = 2.0

A,

! Tonic relaxation

{ISIF = 2 ! Relaxing atoms
1 ! No update
! Number of ionic steps

! Forces smaller than 0.01 A/eV
HHH AR AR AR
]

LWAVE UE.
LCHARGE = .TRUE.

Figura 4.10 : Archivo INCAR para la DOS del grafeno catenoidal.

3Es una poderosa herramienta de visualizacién 3D de cédigo abierto para el paquete

de software de quimica computacional y dindmica molecular VASP.
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Electronic Density of States
Density (states/eV) Catenoid

I L L L L L e e e

500 [~

350

300

-200 -180 -160 -140 -120 -100 -80 -60 -40 -20 00 20 40 60 80
Energy (V)

Figura 4.11 : DOS del grafeno catenoidal.

En este capitulo se ha mostrado que nuestra estructura hipotética de grafeno
curvo con geometria de una superficie catenoidal es una estructura estable.
Ademaés hemos ido més alld dando los primeros cédlculos de la densidad
de carga y densidad de estados, sin embargo, esto es apenas el comienzo
de nuevas investigaciones; cabe mencionar que VASP tiene sus limitaciones
para estructuras moleculares como es nuestro caso por ende el primer paso
seria realizar nuevamente la optimizacién de la estructura con ayuda de
otras herramientas como Quantum Espresso o Gaussian [62,63] y comparar
los resultados, posteriormente a partir de éstas herramientas estudiar sus

propiedades electronicas, mecanica, termodinamicas, etc.

Con esto se da las bases de una estructura que a primeros principios es
estable y damos pase al siguiente capitulo con otra perspectiva tedrica para

estudiar los fenémenos de transporte electrénico de este nuevo material.



Capitulo 5

Estados de Dirac en

materiales curvos de carbono

En este capitulo, presentamos el modelo de Dirac en una geometria de
espacio-tiempo con la estructura global M = R x ¥, donde ¥ es una su-
perficie minima. Posteriormente, 3. se especifica como un miembro concreto
de la familia de superficies minimas de Bour. Estas superficies se introducen
ya que analizaremos la propagacion electréonica sobre materiales asociados

al espacio-tiempo R x 3.

5.1. Preliminares geométricos

En esta seccién se introducen preliminares geométricos adecuados para esta-
blecer el analisis de grados de libertad electrénicos para materiales curvos de
Dirac realizados en este trabajo de investigaciéon. En particular, se introduce
el formalismo para la geometria de un espacio-tiempo 2 + 1, lo que nos per-
mite escribir la ecuaciéon de Dirac sobre un espacio-tiempo curvo asociado

al material curvo de Dirac.

65
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5.1.1. Coordenadas naturales

Consideremos un espacio-tiempo estacionario donde la parte espacial corres-
ponde a la representacion de WE de las superficies minimas con curvatura

gaussiana negativa descrita por la siguiente métrica
ds® = —v%dt? + A?(w)|dwl?, (5.1)

donde A?(w) = |F(w)|? (1 + |w|2)2 con w = u + 7v. En general se sabe que
ds®> = gudxtdx”, de esta manera se concluye que la métrica en su forma

matricial se escribe como

—v, 0 0
Juv = 0 A2(u,v) 0 y (52)
0 0 A?(u,v)

por otra parte, el tensor métrico en un espacio-tiempo general puede ser

escrito en términos de los vierbeins, esto es

Guv = Uabeua(x)eub(x)v (5.3)

aqui 74, es la métrica de Minkowski. De la ecuacién (5.2) observamos que
los elementos git, guu ¥ guv SON los tnicos elementos no cero, por lo tanto a

partir de esto y de la ecuacion (5.3) deducimos que
0 _ 1 _ 2 _
er =vp, ey = Au,v), e,* = A(u,v), (5.4)

y las deméas combinaciones son cero. Un punto importante a mencionar es
que los indices griegos suben y bajan con la métrica espacio-temporal mien-

tras que los indices latinos con la métrica de Minkowski, es decir

b
e =e, 9", eua = ey Mpas (5.5)
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con esto tenemos el registro completo de los vierbeins

0 _ t0 _ -1 _
€t = Vf €7 = —VUf €0 = —Vr,

V= A(u,v) et = A (u,v) ey = A(u,v), (5.6)

er? = Au,v) €2 = A (u,v)  eyn = Alu,v).

o
g
I

A continuacién calcularemos la conexion afin I'j,,

1
FZV = 5907 (Ov Gy + Opugnyy — Oy Guw) ! (5.7)

analizando por casos podemos comprobar que los elementos no cero son

My = %guu wGuu TV uu = _%gvv vGuus
[y = %guuavguu [y = %gvvaugmn (5.8)
Iy = —%g““ wGow TV = %gw vGuv;

sustituyendo (5.3), (5.6) en (5.8) se obtiene

u _ Au(uw) v _ _Av(uﬂ’)
Mo = M) Puu = e

u _ M uv v _ Ny (uw 2
Iy = //\\(u(,v) | My = 1(\((1“)))7 (59)
Mo = =Fwy 1o = Ry -

Una vez calculado la conexién afin, procedemos a calcular los coeficientes

de conexién espin wy 8

wo B = e,,AF”uae”B —e"Boe,t, (5.10)

A

notemos que el término w;A% = 0 para cualquier combinacién de AB. Con-

sideremos el caso a = u, asi

wu B = e, AT "B + e, AT%,,e"B + e, ATV et (5.11)

+evAFUvuevB _ 6uBaueuA _ evBauevA’

1Se cumple ademés que ry, =17,
2Aqui Ay (u,v) = OuA(u,v), Ay(u,v) = Oy A(u,v)
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de la ecuacién (5.11) podemos observar que los términos no cero ocurren

cuando AB — {11,12,21,22}, por lo tanto
wull — eull—\uuueul _ €U1au€ul wu12 _ eulruyuer7

w2t = €, 2T yue™ wu?? = e, TV’ — e¥20,e,2,  (5.12)

sustituyendo (5.6), (5.9) en (5.12), finalmente se obtiene

Ay(u,v)
11 12 v\"%
w — w2 2T
“ “ A(u,v)’
Ay (u,v)
21 v\ 22
A St =0 5.13
Wy, ! (U, U) Wy, , ( )
Como ultimo caso nos queda analizar o = v
OJUAB euAFuuveuB euAIwuvvevB evAFvuveuB (514)

+evAFUer€UB _ euBaveuA _ €UB8U€1;A,

de forma similar que el caso anterior, los elementos no cero ocurre cuando

AB — {11,12,21, 22}, en consecuencia

wvll — eulFuuveul _ eulayeul wy12 — eull'\um}ev2’ (5 15)
w2l = e,2T7 et W22 = 2T e?2 — 20, e,2, '
sustituyendo (5.6), (5.9) en (5.15), por lo tanto
11 _ 12 _ _ Au(uw)
wo =00 W= =Ry
(5.16)
21 _ Au(uw) 22 _
Wo™ = Ry wy? = 0.
A continuacién calcularemos la conexién espin
1
Qo = zwaP[v4,78] 2 (5.17)

8
Los 4 son las matrices de Dirac que satisfacen el algebra de Clifford [ver

(2.36)], se definen

/70 = _i037 71 = 02, ’72 = —01, (518)

3Donde [va,vB] = YavB — YBYA €s la relacién de conmutacién canénica
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donde o, con a = 1,2,3 son las matrices de Pauli y ademés v4 = nan7y”.

AB — () para cualquier combinacién de AB,

A partir de la observacién de wy
concluimos que €y = 0 y los términos no cero son €2, y €2,. Comenzando el

andlisis de €2, sustituimos (5.13) y (5.18) en la ecuacién (5.17)

21[

1 1
Q= gwu12 [’717 '72] + swu” |72, ’71] )

8
= SA7 (W v, v)os, (5.19)

de forma andloga calculamos €, se sustituye (5.16) y (5.18) en la ecuacién

(5.17), por lo tanto

] 2 [72771]5

= A7 (w,0) Ay (1, v)s, (5.20)

1 1
Q, = ngIZ [’Ylv '72] + SW

Observemos que los vierbeins, la conexiéon afin y la conexion espin, es decir,
todo el contenido geométrico estd en términos del factor conforme A(u,v) y
sus derivadas parciales.

5.1.2. Coordenadas polares

Considerando el elemento de linea (5.1) y realizando el cambio de variable

u=rcosf y v=rsinf, obtenemos la métrica en coordenadas polares
ds* = —vpdt® + A*(r,0) (dr* + r*d6?) (5.21)

en su forma matricial se escribe como

—v, 0 0
guw=1| 0 A%(r0) 0 . (5.22)
0 0 r2A%(r,0)

De la ecuacion (5.22) observamos que los elementos g, grr ¥ goo son los

unicos elementos no cero, por lo tanto a partir de esto y de la ecuacién (5.3)
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deducimos que

e’ = v e’ = —vp~! e = —VF,

el =A(R0) M =AN0)  en=A(rn0),  (523)
eg> =rA(r,0) € =r"IATY(r,0) epy = rA(r,0).

A continuacion calcularemos la conexién afin I'? ,, analizando por casos po-

pvs
demos comprobar que los elementos no cero son

Iy = %QTTarg'r'r Fe'rr = _%9098997"”
I"g=29"0pg,r DYy = %999&999, (5.24)

1 0 pz
[gp = —59"0rges  1V00 = 59” Ogges,

sustituyendo (5.3), (5.23) en (5.24) se obtiene

oy = [X((:’oe)) [0 =~ g%@?)
r Ag(r,0) 9 1 Ar(r,0)
r rg = A(TQ? , F —/i; A(O 9) (525)
Igp = —r — "3 Fe% e

Una vez calculado la conexién afin, procedemos a calcular los coeficientes de

conexién espin wq,B. De forma andloga a la seccién anterior notemos que

AB

el término w;*" = 0 para cualquier combinacién de AB y los términos no

cero para w,AB y w8 son los siguientes
S
wpl? = —1— rm =14 jj\((:; 9)), (5.26)
y por consiguiente los términos de la conexién espin
Q =0,
Q, = ;?XEZ z; o3, (5.27)
Qp = —% (1 + TjX(S?H?) o3
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5.2. Ecuacion de Dirac en la representacion de WE

En la seccién 5.1.1 calculamos el contenido geométrico necesario para ob-
tener la ecuacién de Dirac correspondiente a la representacion de WE. Co-

menzamos a partir de la ecuacién
V"Vl =0, (5.28)
aqui 7%(z) = 7€ 4(2) y Vo = Ou + Qa, expandiendo los indices contraidos
(’yoetoﬁt -+ ’yle“l{(% +Qu} + 726”2{&, + Qv}) v =0, (5.29)
(7°7°€'00; + 77 e"1{0u + Qu} +°7%e"2{0, + Qu}) ¥ =0,
podemos verificar a partir de la ecuacién (2.36) y (5.18) que 72y = —oy,

v = —a9 vy Y99 = —1549, ademds sustituimos (5.6), (5.19) y (5.20) en

la ecuacién (5.29)

<—U;16t — o A (u, 0) {0, + %Afl(u, v)Ay(u,v)o3}

—@A”Qhwﬁ%—;A”@%wAAmmmﬁ)@:o, (5.30)
por otra parte se tiene que

0 1 0 —i 1 0
o1 = , o2 = , 03= ) (5.31)
10 i 0 0 -1
de esta manera ioci03 = 09 y 10903 = —oy. Por lo tanto, sustituyendo las

relaciones anteriores

(—vplat — oA (u, v)0, — %A_Q(u, v)Ay(u,v)os

—oa A" (u,v)y — ;Az(u,v)/\u(u,v)m) v=0, (532

denotando el espinor de Dirac 2 + 1 por ¥ y haciendo la transformacién

U = A~Y2®, podemos demostrar que la ecuacién (5.32) se reescribe como

h
ih® = —i% (010, @ + 029,D). (5.33)
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Claramente, en el caso méas simple cuando A = 1 las ecuaciones anteriores
corresponden a la ecuacién de Dirac en el espacio-tiempo de Minkowski. La
ecuacién de Dirac en estas coordenadas u, v es particularmente 1til en el
caso en que el factor conforme A depende de uno de las coordenadas. Por
ejemplo, el catenoide, donde A depende solo de la variable u. Observemos

que, la ecuacioén (5.33) es valida para cualquier espacio conformemente plano.

5.2.1. Superficie catenoidal

De acuerdo con la seccién 2.2.1, la funcién de Weierstrass F(w) correspon-

diente al catenoide es

Flw) = —% con w € C/{0}, (5.34)

y que la parametrizacién de la superficie estda dado por
X(u,v) = (acoshucosv, —a coshusinv, au) . (5.35)
Asi, uno puede probar que el elemento de linea se escribe como
ds® = —vpdt? + o cosh? u (du® + dv?) (5.36)
ahora comparando la expresién anterior con la ecuacién (5.1) concluimos
que el factor conforme es
A%(u) = o cosh? u. (5.37)
A partir de (5.37) podemos obtener expresiones explicitas para los elementos
geométricos planteados en la seccién 5.1.1; los vierbeins (5.4)
0

e =vp, eyt =acoshu, e,?> = acoshu, (5.38)

la conexioén afin (5.13) y (5.16)

0 0 0
w,AP =0, wAB =10 0 —tanhu |, (5.39)
0 tanhwu 0
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y por consiguiente los términos de la conexioén espin

Qt = 07
Q, =0, (5.40)
Q, = —%tanhu 3.

Observemos que la expresién (5.33) resulta particularmente ttil para esta
superficie ya que el factor conforme (5.37) solo depende de una de las dos
coordenadas naturales. Ademas, es conveniente definir los siguientes cambios
de variables x = asinhu y v — ¢ donde z € (—o0,00) y ¢ € [0,27), por lo
que no es dificil demostrar que acoshu 0, = 9,. De hecho, la ecuacién de

Dirac se reduce a

ihO® = vpo1pe® 4+ vpoaV (2)ly®, (5.41)
donde p, = —ihd, y lzp = —1h0, son los operadores de momento lineal y
angular respectivamente; y el potencial efectivo esperado encontrado arri-
ba V(z) = 1/vz? + o?. La conexién entre las coordenadas naturales y las
coordenadas polares se pueden lograr usando el cambio de variable r = e* e

identificando ¢ — 0.

5.3. Ecuacion de Dirac en la representacion polar

De forma analoga a la seccién 5.2, encontraremos ahora la ecuacién de Dirac
en la representacion polar. Para ellos usamos los resultados obtenidos del
contenido geométrico calculado en 5.1.2, asi comenzando con la ecuaciéon

(2.35) y expandiendo los indices nos queda

(’yoetoat +yte 1 {0, + Q) 4+ 22 {0y + Qg}) U =0, (5.42)

<70’706t08t + 709 e 1 {0, + .} + 0722 {0p + Qg}) U =0,
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sustituyendo (5.23), (5.26) y (5.27), ademéas que 199! = —01, 7992 = =02 ¥

7990 = —19y9, de esta manera la ecuacién anterior se escribe como
-1 -1 i Ay
—vn 0 — o1 A Op + ——
< Vp Ot — 01 {T+2TA03}
-1 { Ar
—oo(rA)" S0 — = (1+7r— o3, | ¥ =0, (5.43)
2 A
recordemos también que io103 = 09 y 10903 = —071, finalmente sustituyendo
nos queda

1
(—vglat — oA, — 5r—lA—?Am

70’27‘_1/&_189 o % (T—IA—I + A—QAT) O'1> U = 0’ (544)

denotando el espinor de Dirac 2 + 1 por ¥ y haciendo la transformacién

U =~ 1/2A=1/28, podemos demostrar que la ecuacién (5.44) se reescribe
v 1
iho,® = —i% (al&@ + TO‘Q@Q@) . (5.45)

La ecuacién de Dirac en estas coordenadas (r, ) serd particularmente 1til en
el caso en que el factor conforme A dependa de una de las coordenadas. Por
ejemplo, para la familia de superficies minimas de Bour, donde A depende

solo de la variable r.

5.3.1. Superficies minimas B,

A continuacién, nos centramos en una subfamilia de superficies minimas
conocida como superficie minima de Bour o superficie B,. De acuerdo con

la seccién 2.2.3, la funcién de Weierstrass F(w) se define

F(w) =cw™ 2 con we C/{0}, (5.46)
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donden € Ry ¢ € C, ¢ # 0. Observemos que en el caso de las superficies de

Bour el factor conforme depende solo de la norma |w|

Aw) = |Fw)| (1 +wl?),
= [eflw]" 72 (1 + |wf?) , (5.47)

asi, observemos que es conveniente usar coordenadas polares (r, 6), es decir,

elegimos a r = |w| y § = arctan(v/u). El factor conforme viene dado por
A = |2 (1442), (5.48)

donde recordemos que ¢ € C y n > 0 son parametros que dan una superficie
de Bour especifica. Ahora la curvatura gaussiana de estas superficies viene
dada por

4

‘6’27,2(71—2) (1+ 7,2)4'

K(r)=— (5.49)
Por inspeccion, se puede ver que la curvatura gaussiana es finita para r € R
para los casos n = 0,1,2 [ver Fig. 5.1], mientras para n > 2 todas las
superficies B, tienen tienen una curvatura singular en » = 0. Ademads, dado
que la curvatura gaussiana tiene unidades de longitud al cuadrado inverso,
entonces |c| da una unidad de longitud natural para las superficies de Bour.
Notemos que el catenoide y el helicoide tienen la misma curvatura gaussiana
ya que estas superficies son isométricas entre si. Es importante mencionar
que, denotando dA = /gdrd® el elemento de area, la curvatura total de cada
superficie X tiene el mismo valor, esto es, fz dA K = —4m; sin embargo, esto
no significa que tengan la misma topologia, ya que, en cambio, la superficie

de Enneper es simple conexa, pero el catenoide no lo es [64].

A continuacién, se determina la geometria del potencial inducido para la

superficies de Bour. Nuestro punto de partida es la ecuaciéon de Dirac en
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Figura 5.1 : Negativo de la curvatura gaussiana (5.49) vs a la coordenada

radial r para los casos n = 0,1,2. La figura también muestra ejemplos de

superficies minimas de Bour de arriba hacia abajo: superficie de Enneper,

superficie B, Catenoide y Helicoide, respectivamente. Todas las superficies
insertadas tienen un valor finito de curvatura.

coordenadas polares (5.45), donde el factor conforme A(r) viene dado sim-

transformacién

plemente por (5.48). Dado que el factor conforme depende solo de una de
las coordenadas, se puede hacer un cambio adicional de variable, usando la

n+1

() = /A(r)dr — |l [ e

. r
n—1 n+1]
para n # 1, mientras que para n = 1 el cambio de variable apropiado es

(5.50)
21 (r) = |e| <log7“ + 17«2> .

5.51
5 (5.51)
Se puede verificar que estas transformaciones son mapeos inyectivas, por lo

que se puede garantizar la existencia de su funcién inversa correspondiente
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r = r(z), donde x se definirfa en un dominio apropiado D,. Usando esta

variable, la ecuacién de Dirac (5.45) se puede simplificar a

1hoy® = vpo1p,® + ’UFO'QV(CL’)E@‘I), (5.52)
donde p, = —ihd, es el operador momento lineal y 29 = —1h0y es el operador
momento angular. Notemos que, el segundo término de esta ecuaciéon pue-
de interpretarse como un potencial efectivo; aunque este término proviene
completamente de la geometria intrinseca de la superficie, por lo tanto, este
potencial es un potencial inducido por la geometria. El potencial efectivo

estd dado por
(5.53)

Este potencial generaliza el potencial efectivo encontrado en [65] para el
helicoide. Notemos que para aquellos casos con n > 2, como la superficie
de Enneper, el dominio de la variable z es R [ver ecuacién (5.50)]. Por lo
tanto, es util definir una extensién al dominio definiendo
Vi) st x>0
Uz) = (5.54)
V(-z) si <0
como una extensién para x € R. Esta construccion hace que el potencial sea

simétrico y la ecuacion de Dirac para esta extensiéon resulta ser
1hOy® = vpo1p, P + UFJQU(x)@@, (5.55)

lo que claramente se reduce a (5.52) para = > 0.

Ahora, deducimos las principales caracteristicas del potencial efectivo V().
Usando el factor conforme (5.48) y el cambio de variable z(r) se puede
demostrar que cerca de x ~ 0 para el catenoide (o helicoide) con n = 0, el

potencial es V(z) ~ ¢, donde ¢ es una constante positiva; para la superficie
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lelV(x)

-4 -2 0 2 4
x/lc|

Figura 5.2 : Potencial efectivo V' (z) (5.53) vs coordenada z (5.50) para la
superficie de Enneper (n = 2), By (n = 1), y catenoide (helicoide) (n = 0).

B; con n = 1, el potencial es lineal V(z) ~ mz + b, con una pendiente m
negativa y la ordenada b positiva; y para cualquier superficie de Bour con
n > 1, el potencial efectivo se comporta como V(z) = ¢/((n — 1)x), para
alguna constante positiva c. Por lo tanto, el potencial V' (z) funciona como un
potencial de dispersién. Ademds, se puede verificar que el potencial efectivo
V(x), se desvanece para x — oo para toda n > 0. En la Fig. 5.2 se dibuja el

potencial geométrico inducido para los tres primeros casos n = 0, 1, 2.

Notemos que por ejemplo en el caso del catenoide (o helicoide) n = 0y

lc| = /2, se tiene que el factor conforme (5.48) es

A(r) = %sz (1+7?). (5.56)

A partir de (5.56) calculamos los elementos geométricos planteados en la
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seccién 5.1.2; los vierbeins (5.23)
0 _ 1_ % —2 2 2 g 2
er =UF, e =T (1+7’), eo” = 5T (1+7°), (5.57)

la conexién afin (5.26)

0 0 0
AB AB 0 0 1-—r?
w P =0, we™’ = T2 | (5.58)
r2—1
1472
y por consiguiente los términos de la conexién espin (5.27)
Qt = 07
Q. =0, (5.59)

i [1—1r2
Q=-—- )
o 2<1+r2> 73

El cambio de variable (5.50) es z = & (r —r~!), donde z € R.Usando la
expresion del factor conforme (5.56) y del potencial efectivo generalizado
(5.53) es sencillo demostrar que

1

que satisface las caracteristicas cualitativas deducidas anteriormente. Esto

V(z) = (5.60)

es justamente el resultado obtenido en la seccién 5.2.1.

En el caso de la superficie B;, n =1y ¢ =1 se tiene que el factor conforme

(5.48) es
A(r)y=r"1 (1+717). (5.61)

A partir de (5.61) calculamos los elementos geométricos planteados en la

seccion 5.1.2; los vierbeins (5.23)

e’ =vp, et =r7t (1 + r2) . ep? = (1 + 7‘2) , (5.62)
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la conexién afin (5.26)

0 0 0
272
WA =0, w00 s (5.63)
272
1472
y por consiguiente los términos de la conexién espin (5.27)
Qt = 07
Q, =0, (5.64)

2
. r
Qg = —1 <1+’I”2> ag3.

El cambio de variable (5.50) es z = log r 4 372, donde el dominio es todo R.
Uno puede expresar r en términos de x usando el valor principal de la funcién
W de Lambert r2 = W (e?*). Usando la expresién del factor conforme (5.61)

y del potencial efectivo generalizado (5.53) es sencillo demostrar que
B 1
- 1 + W(62x) ’

que satisface las caracteristicas cualitativas deducidas anteriormente.

V(z) (5.65)

Por ltimo, para el caso de la superficie de Enneper, n = 2 y ¢ = 1, se tiene
que el factor conforme (5.48) se expresa
A(r) =142 (5.66)
A partir de (5.66) calculamos los elementos geométricos planteados en la
seccién 5.1.2; los vierbeins (5.23)
0

e =vp, et =147 e =141, (5.67)

la conexién afin (5.26)

0 0 0
2
wAP =0, wP =0 0 , 17 3 (5.68)
0 3 0
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y por consiguiente los términos de la conexién espin (5.27)
Qt = 07
Q, =0, (5.69)

Qp=—1

DN | =
N
w
|
—_
+ 1w
<3
[\V)
"
Q
w

El cambio de variable (5.50) es
r
r=r+—. (5.70)
3
Observemos que contrario a los casos previos en este caso el dominio es en
R*. Usando la expresién del factor conforme (5.66) y del potencial efectivo
generalizado (5.53) podemos mostrar que
1
V = ——
(z) r(z) +r3(x)’

por lo tanto se necesita encontrar la raiz positiva del polinomio de tercer

(5.71)

orden. El potencial efectivo en términos de x viene dado explicitamente por

1

v 32 + 23 <Ré (z) — Ré(:@) 7

(5.72)

donde Ry (z) = V922 + 4 + 3z. Observemos que la expansién en serie de

i alrededor de x ~ 0 es R:ét ~ 95 4+ 275z, Asi, el potencial efectivo cerca
de z = 0 se comporta de manera similar a un potencial de tipo coulombico
V(z) ~ %, mientras que es claro que para valores grandes de x, eso es para

x — oo el potencial V(x) desaparece como se mostr6 cualitativamente.

5.4. Estados asintéticos de Dirac sobre las super-

ficies de Bour

El anélisis anterior nos permite justificar que para los estados asintéticos se

puede despreciar el segundo término de (5.52). Por lo tanto, la ecuacién de
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Dirac se reduce
1hoy® = vpo1p,P. (5.73)

Para las soluciones de esta ecuacién proponemos la solucién espinor como

Bt

®(z,0,t) = **n f(O), (5.74)

donde la funcién f(#) es una funcién arbitraria periédica no cero en el &ngulo
azimutal 6, y v es un vector que adquiere el cardcter de pseudoespin del
espinor. Al imponer la ecuacién unidimensional de Dirac, la dispersion la
relacién resulta ser E = +hup|k|, y v satisface la ecuacién hv = :l:%v, por

=+ se refiere a un estado de Dirac positivo o negativo, donde
~ 1 Kk
h=—-01—,
271k

Es el andlogo unidimensional del operador de helicidad. Para un valor de

(5.75)

energfa positivo, los estados de pseudo-espin vienen dados por vy (v)) con
helicidad positiva (negativa) k > 0 (k <0). Para valores de energia negativa
los estados de pseudo-espin se intercambian entre si v+ — v}, donde los

estados normalizados {vy, v, } estdn dados por

1 1 1 1 (576)
V= —= v = — . .
LRV B B Y N

Para valores de energia positivos uno tiene las siguientes dos soluciones in-

dependientes

[E|t

(p-‘r,-f—(xa 97 t) - eikx_in(a)UTv (577)
By (2,0,8) = H I f(O)oy,

para helicidad positiva o negativa, & > 0 y k£ < 0 respectivamente. De

manera similar, para valores negativos de energia se tiene

[E|t

" O, (5.78)
O__(z,0,t) = =5 £y,

O (x,0,t) = ekt



5.4. ESTADOS ASINTOTICOS DE DIRAC SOBRE LAS SUPERFICIES DE BOURS3

para helicidad positiva o negativa, £k > 0 y k < 0 respectivamente. Estos

cuatro estados (5.77) y (5.78) se pueden unir de la siguiente manera

|E|t

D, o (,0,t) = e HeIT £ (0)0,, ., (5.79)

donde hemos introducido una regla mnemotécnica para p - o como

+ 4=t

peo=d (5.80)
+o—=]
— =t

donde p = sgn(F). Finalmente, recordemos que la transformacién realizada
U = Y27\ =1/28 en la seccion 5.3, por lo tanto el estado asintético de Dirac

disperso lejos del centro viene dado por

U, (x,0,1) = /V (@) =50 £ 0y, (5.81)
el cual se desvanece para r — o0o. Ademds, como consecuencia de la pe-
riodicidad de la funcién f(0) = f(0 + 27) se puede escribir la siguiente

representacién en serie f(0) = Z frme™?.
meZ



Capitulo 6

Dispersion analoga en las

superficies de Bour

A continuacién, presentamos la ecuacién de Lippmann-Schwinger [66, 67]
para estudiar como se propagan los estados a lo largo de las superficies
de Bour. En particular, nos interesa describir la forma en que los estados

iniciales se dispersan debido al potencial efectivo V (z).

6.1. Ecuacion de Lippmann-Schwinger

Consideremos el Hamiltoniano H = Hy + V dividido entre un Hamiltoniano
libre H, y un potencial perturbativo V. Ahora la ecuacién de Lippmann-

Schwinger esta dado por

[®) = |Pin) + Vie), (6.1)

donde |®i,) es el estado inicial, y |®) es el estado de dispersién. Tenga

en cuenta que en general estamos considerando que Hy y V' son operadores

84
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diferenciales matriciales que acttian sobre los espinores. Asi los estados {|®)}

adquieren componentes espinoriales.

La aproximacién de Born se obtiene sustituyendo |®j,) en lugar de |®) en el
segundo término de la ecuacién (6.1). Para ir més alld a la aproximacién de
orden superior, introducimos el operador de transicién 1" definido usando la
ecuaciéon T'|®;,) = V{|®)}. De hecho, multiplicando la ecuacién (6.1) por V
se llega a la conocida ecuacién de operador recursivo autoconsistente para
el operador de transicion T

. 1 .
T.

T=V+V——— (6.2)
E — Hy + ie

Se puede obtener una solucién en serie para 7' usando la ecuacién (6.2) a

través de un procedimiento iterativo

A ~ 1 ~ ~ 1 ~ 1
T'=V+V V+V %4

. . - V4o, (63)
E — Hy + ie E—Hy+1ie FE — Hy—+ie

donde la primera aproximacion T~V corresponde a la llamada aproxima-
cién de Born. Para determinar los estados de dispersion, uno puede seguir
dos procedimientos comunes que son proyectar {|®)} a lo largo de estados es-
paciales {|x)} o estados de momento {|p)} . Para la proyeccién a lo largo de
los estados espaciales se obtiene la funcién de onda espinorial ®(x) = (x|®),
donde x = (1, x2) son ciertas coordenadas asociadas a una parte local en la
superficie. Por lo tanto, usando el operador de transicién, la ecuacién (6.1)
se puede reescribir como

B(x) = Py (x) + /D Px'G(x,x) (X| T |®in) (6.4)

donde la funcién G(x,x’) satisface la ecuaciéon de Green definida por

(E - 1510) G(x,x') = 15(x, x). (6.5)
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Ahora, cuando proyectamos los estados dispersados a lo largo de los estados
de momento, se obtiene la funcién de onda espinorial en el espacio de mo-
mento que escribimos con la misma notaciéon ®(p) = (p|®). Suponiendo que
Hpy es un operador que depende exclusivamente del operador de cantidad de

movimiento, la ecuacién (6.1) se puede escribir como

1 .
®(p) = Pin(p) + B o1 ic (p|T |®in), (6.6)

donde Hy(p) es la matriz hamiltoniana libre evaluada en el momento p.

A continuacién estudiamos los estados electrénicos en las superficies de Bour
a partir de la ecuacién (5.55). Observemos que, el segundo término de es-
ta ecuacion puede considerarse como una barrera potencial. Esta “energia
potencial” es crucial en el comportamiento de los estados de las particulas
de Dirac en la superficie de Bour. Ahora, para implementar la ecuacién de
Lippmann-Schwinger (6.1) identificamos el hamiltoniano libre Hy = vpoyp,
y el hamiltoniano perturbado por V = vpoolU (x)ég de la ecuacién (5.55).
A continuacién, llevamos a cabo las aproximaciones Born y Born de orden

superior para determinar los estados de dispersion en la superficie curva.

6.1.1. Aproximacion de Born

Ahora, para determinar los estados de dispersion W(x), se considera los
estados iniciales ®;,(x) lejos del centro de dispersion, que en nuestro caso
corresponde a x =~ 0. En particular, los estados que se consideran aqui son
Pin(x) = ®,0(x,0,t) encontrado en la seccién 5.4. Ya que el hamiltoniano
libre Hy es independiente de 0, asi la funcién de Green adquiere la expresién
G(x,x;E) = G(z — 2/; E)6(0 — ¢'), donde x = (x,0). Ahora, la ecuacién
(6.4) se escribe como

®(x,0) = D1 (2,0) + vp / h do'G(z — a'; EYU (2))oglg®(2,0),  (6.7)

—00
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donde G(z — 2/; E) es la funcién de Green para el operador unidimensional

E — vpoi1p,, esto es, una funcién que satisface
(E —vpo1pz) G(z — 2", E) = §(z — o). (6.8)

Siguiendo el procedimiento estdandar (ver Apéndice C) no es dificil demostrar

que la solucién a la ecuacién (6.8) estd dado por

- | B ‘:fo’|

[sgn(E) + sgn(z — ")o1] e'hr , (6.9)

/
— 7 F) =
G(.%’ v ) QihUF

donde recordemos que F = +hvp|k|. A continuacién, como consecuencia de
la geometria polar de la superficie, los estados ®(x, ) son periddicas en la

variable angular 6, asi se puede escribir en la préxima expansion

O(x,0) = > Op(z)e™. (6.10)

mMEZL

Ahora, usando la relacién ortonormal de la base {€"™?} uno tiene la siguiente

ecuacion integral para o\ (x), esto es

M (z) = ew|k|xfmvu.g + ﬁvpm/ dz'G(z — o', BYU (2) oy ®) (),
(6.11)

donde recordemos que p = sgn(E). En la aproximacién de Born, basta con

(1)

. .’ ; /
hacer la sustitucion ®,,’(z’) por e'7P*

fmVuo en el segundo término de la
ecuacién (6.11), donde hemos definido la magnitud del momento |k| = p. Se
elige una onda inicial con ¢ = —, es decir, una onda izquierda con k < 0
que vaya al centro de dispersién. Sustituyendo (6.9) en (6.11) y después de

un calculo sencillo, los estados estan dados por
DM (z) = frm|e P, +mU(2p)eP%v,, |, (6.12)

donde hemos encontrado que los estados de energia negativa con pseudo-

espin arriba T propagandose a lo largo del centro de dispersién reflejandose en
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un pseudo-espin abajo |. La amplitud de la reflexiéon viene dada por mU (2p),
donde U es la transformada de Fourier del potencial efectivo U(x). Para
tener una mejor comprension de este fendémeno de dispersion se procede a

realizar una aproximacién de Born de orden superior en la siguiente seccién.

6.1.2. Aproximaciéon Born de orden superior

Para la aproximacién de Born de orden superior, encontramos 1til la repre-
sentaciéon del momento para los estados. El punto de partida es la ecuacién
para los estados de dispersién (6.6) donde el término (p| 7' |®;,) se determina
aproximadamente usando la aproximacién en serie de la ecuacion recursiva

para el operador de transicién (6.3), esto es

<p| T |(1>in> = <p’ V |(I)in> + <p| VGV ’q)in> (6'13)
b VG VO () £

donde hemos definido el operador G := 1/(E — Hy + ie). Ahora, para
cada término G de la expresion anterior, se introducen las siguientes re-
laciones de completez en el espacio de momentos; 1 = > |q){(q| don-
de >, = %meg—g y |q) := |g,m). Estas relaciones de completez se
colocan antes y después del operador G. Asi, se tiene el primer término
m1(p) := (p| V |®i) v €l (n+ 1)-ésimo término, con n > 1, se escribe de la

siguiente manera
mrip) = Y. (pIVI]a®W) (@M Ga®) (6.14)
q<1> yee 7q(2n)
x (qP| V-V |g® D) (P Y G g
X Q| V (@)

Ahora, uno puede reducir la mitad de las integrales ya que para cada término

(@G |qD)) = G(q?)d donde G(q’) = 1/(E — Hy(q) + i€). De esta

qiql>
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manera podemos reescribir (6.14) como sigue

@)= > (P V]a"h) (HG © Z)IV\q““U) (6.15)

q(1)7"' 7q(2n)

x G(@™) (@™ V |®in) ,

donde el estado |q°) = |¢¢,m®) para £ = 1,2, -- , n. Para simplificar la tltima
expresion es necesario encontrar las siguientes dos expresiones genéricas;
(p|V]q) y (p| V |®s). Los estados de momento vienen expresados por |p) =
|[p,m) y de manera similar |q) = |g,m’). Asi, para la primera expresién
genérica se puede escribir como (p|V|q) = (27)hwpoemd, m (| U(z) |q)
donde hemos actuado el operador de momento angular 4y |m) = hm|m) y
se introdujo la relacion ortogonal (m|m’) = 270y, ,,y. Ahora, introducimos
la relacién de completez 1 = [ dz |z) (z| y usamos el hecho que (z|p) = e™*

por lo tanto
<p| V ‘q> = (QW)thJQmém,m’ﬁ(p — Q), (616)

siendo U = [ dze "*U(x) la transformada de Fourier del potencial. Aho-
ra, para el otro término genérico, se introduce una relaciéon de completez en
el espacio de momentos tal que (p| V |®y,) = > q (Pl V |a) (q|®i,). Ahora es
necesario calcular el término ®i,(q) = (q|Pin) que es la transformada de Fou-
rier de la onda inicial ei‘"k'xfmvu.g, es decir, ®in(q) = 276(q — o|k|) frmVp-os

asl uno tiene
(p| V |®in) = hopoav,.o frmU(p — o|k|). (6.17)

Observe que la ultima ecuacién corresponde al primer término de la serie

(6.13), esto es,

71(p) = hwp fn (ipm) U (p + K| )vy, (6.18)
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donde hemos puesto ¢ = —1 ya que tenemos una onda izquierda inicial, y
usado la identidad o9v_,, = ipv,. Ahora, sustituimos los términos (6.16) y
(6.17) en (6.15), colocando o = —1, y siguiendo el célculo desarrollado en el

apéndice D uno es capaz de encontrar

n—1
Tnt1 = hop fm (ipm)"mU (p — |[k)U (2k\)’ CIED| vep, (6.19)
para n impar, mientras que
it = o 0+ |2 0 (6:20)

para n par, donde |-| es la norma compleja. De esta manera reescribimos

(6.13) como
p|T|q)1n ZTnJrl (6.21)

Este valor esperado debe introducirse en la ecuacién (6.6). Luego, se necesita
calcular la transformada de Fourier para encontrar una expresiéon de la onda

de Dirac

(I)%) (J}) = eii‘k‘xfmv—u + Z Cn+1(«73)7 (6.22)
n=0

donde todavia hay que calcular la transformada inversa de Fourier

Cra(@) = [ 2P G (p)) (6.23)

Asi el resultado para C,, 11 () es el siguiente, para enteros impares n = 2j+1

9\ J+1
Cojeal) = (1)1 <m e ) fe W0, (624)

LConsulte el apéndice D para obtener detalles especificos sobre los célculos de estas

integrales.
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mientras que para enteros pares n = 2j

o\ J
Cayar (@) = (~1)7 m(2]k]) <m 0 (2k) ) fne ™0, (6.25)

para j € NU{0}. Ahora bien, luego de sustituir (6.24) y (6.25) en (6.22) se
nota cada uno de los factores que aparecen frente a e~ ¥ y ¢ilklz ge pueden

representar como una serie geométrica que se puede resumir como

g(—néc/(m, k) = W (6.26)

2

mientras a(m, k) < 1, donde a(m, k) = m?|U(2|k|)| . Esta es la expresién

final de la onda de Dirac
@gﬁ) () = fm [}"(m, k:)e_“k'a’"v,u + G(m, k:)e“k'xv“] , (6.27)

donde los coeficientes F(m, k) y G(m, k) vienen dados por

F(m, k) = ! 55 (6.28)
14+ m2|U(2|k|)
G(m, k) = mU 2|k|)F(m, k). (6.29)

La aproximacién de Born (6.12) se recupera cuando F(m, k) =~ 1. Se es-
pera que esto se logre para valores grandes de momentos |k|. Dado que
se puede preparar una onda de Dirac inicial con valores de m y k tales
que a(m,k) > 1, aqui consideramos una continuacién analitica de la se-
rie geométrica para tomar en cuenta los valores de m y k bajo la ultima
condicién. Esta continuacién analitica significa que los factores F(m, k) y
G(m, k) tienen la misma funcién para valores de (m, k) en una regién donde

a(m,k) > 1.



92 CAPITULO 6. DISPERSION EN LAS SUPERFICIES DE BOUR
6.2. Transmision de onda de Dirac

Esta seccion utiliza la corriente de Noether J, de la ecuacién de Dirac como
la densidad de corriente de probabilidad. Esta cantidad se introduce para
estudiar la forma en que la onda de Dirac inicial se propaga a lo largo de
la superficie. En particular, usando la corriente .J, podemos determinar los
coeficientes de transmisién y reflexiéon. Esta cantidad conservada viene dada

por [68]
Ji = TAM, (6.30)

donde ¥ = ¥T~0 Ademis, recordemos que ~* se dan en términos de los
vierbeins y las matrices de Dirac v introducido en la seccién 2.3. También,
recordemos que W(z) = r~/2A~1/2®(z), donde A es el factor conforme. La
componente cero de la corriente, J°(x), nos permite determinar la funcién
de densidad de probabilidad, mientras que las componentes espaciales de la
corriente nos permiten determinar como se propaga la onda de Dirac a través
de la geometria del espacio, es decir, utilizando las componentes espaciales

se puede definir el coeficiente de reflexién como

Jimn
R = |22 (6.31)
Jincnb
y el coeficiente de transmisién por su complemento
T=1-R, (6.32)

donde n es un vector tangente en la superficie que es normal a la curva ~
situada en la superficie. En particular, para la superficie de Bour, elegimos
que 7 sea una curva r-constante, este n es un vector tangente a lo largo de la
direccién 6. Consulte la Fig. 6.1 para ver las curvas de nivel con r-constante

y O-constante en las superficies catenoide, B; y Enneper.



6.2. TRANSMISION DE ONDA DE DIRAC 93

(a) (b) (c)

Figura 6.1 : a) Catenoide, b) superficie de Enneper y ¢) By, dibujadas con las
parametrizaciones (E.1), (E.3) y (E.4). Cada una de las superficies incluye

ejemplos de curvas de nivel con r y #-constante.

A continuacién, nos enfocamos en determinar las expresiones generales para
la densidad de probabilidad J?, el coeficiente de transmisién T, el coeficiente
de reflexién R y la conductancia G para las superficies de Bour, donde se

hace especial énfasis en la superficie catenoide/helicoide, B; y Enneper.

6.2.1. Funcién de densidad de probabilidad J°

Como primer punto obtendremos los factores de normalizaciéon Ny, para la
onda libre (5.81), y N, para la onda dispersa (6.27). Para este propdsito,
consideremos una gran parte del area de la superficie, e impongamos la con-
dicién [, dAJ® = 1, donde dA = rA(r)drdf es el elemento de érea en la
superficie. Esta condiciéon garantiza que un fermién de Dirac estd segura-

mente en algin punto, (r,0) € D = [0, L] x [0, 27|, del dominio D.

Ahora, la componente cero de la corriente de Noether es la funciéon de den-

sidad de probabilidad dada para nuestra geometria espacio-temporal parti-
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cular [ver (5.21)] por
JOr) = vptwl, W, . (6.33)

Asi para la onda inicial libre (5.81) se tiene la densidad

NG| foml?
JO(r) = =0 6.34
(r) = =0 (6:34)
por lo tanto el factor de normalizacion se obtiene facilmente como
_foRp /2 1
No = (%L) ol (6.35)
mientras que la onda dispersada
N2\ fom?
JOr) = —=" k 6.36
(1) = =L F (m ), (6.36)
el factor de normalizacion estd dado por
N =N (6.37)

VEmE)

Asi, la funcién de densidad de probabilidad se da para ambas ondas por la
expresion

1

I = 2rLrA(r)’

(6.38)

lo que significa que es mas probable encontrar particulas de Dirac cerca del
centro de dispersiéon en la superficie de Bour. Cabe mencionar que el punto
de dispersion (x ~ 0) corresponde al punto donde la curvatura alcanza su

valor méximo (ver Fig 5.1).

6.2.2. Transmitancia y conductancia

Ahora, queremos determinar los coeficientes de reflexién y transmisién. Ele-

gimos ~ para que sea la curva r-constante en una superficie de Bour, por
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lo que el vector normal a v es tangente a una curva f-constante. Obser-

(M)al@m(“) después usar 19 = ~2e%;, donde los

vemos que J? = —r21AQ @In

vierbeins en este caso es e’

1 = 1/A, recordemos igual que oiv, = pv, y
of uVu = 1, calculamos la corriente de incidencia J 9. e usando la onda inicial
Npe™ ‘xfmv_u

VF
2mLr2A2’

y calculamos J?,.¢ usando la onda reflejada N f,,G(m, k‘)e“k'%m obteniendo

vpp |G(m, k)P

J0 . = (6.39)

0
= — . -4
et 2w Lr2A? F(m, k) (6.40)
Ahora, usando (6.31), no es dificil mostrar que
R = m20(2/k|)F(m, k),
T = F(m, k), (6.41)

donde F(m, k) estd dado por (6.28). Ambos coeficientes R y 7 se dan en
términos de la transformada de Fourier U(p) = [, daeU(z), por lo
tanto, es conveniente hacer mas simplificaciones. Dado que el potencial es
proporcional a 1/|c| es conveniente realizar el siguiente cambio de variable

Z = x/|c|, asi vamos a definir la funcién

U(e) = / " die|o|U (|e]). (6.42)

—00

Ahora, en lugar de usar el nimero de onda k usamos la relacién de dispersién
de energia E' = +hvp|k|. Ademds, observe que el material Bour introduce
una escala natural de energia dada por Fy = hvp/|c| en términos de la
longitud caracteristica |c|, asociada a cada superficie de Bour. Por lo tanto,
los coeficientes de reflexién y transmisién en términos de la energia F se dan

para cualquier superficie de Bour dentro de la presente aproximacion como

m2|{U2E,)|?
RE) =17 nL2|§,1(2;L)|2’ (6.43)
T(E) 1 (6.44)

T 1+ m2URE,)]?’
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donde E, = |E|/Ejy es un parametro adimensional. La conductancia se puede
calcular usando la expresion
2

G(FE)= %T(E) (6.45)
Observe que cada material de Bour con longitud caracteristica |c¢| introduce
una escala natural de energia Fy = hivg/|c|; para superficies con |¢| ~1 nm
la energia de escala caracteristica es Eg ~ 8.27 eV. Tenga en cuenta que
para grandes valores de energia, es decir, |[E| >> Ej, el resultado anterior
(6.43) y (6.44) se reduce a la aproximacién de Born ya que en esta regiéon

de parametros se tiene

R(E) ~ m?|U(2E,)|?, (6.46)
T(E) ~1—m?|U(2E,)|?, (6.47)

que es el resultado de la aproximaciéon de Born.

Ahora, todavia necesitamos calcular la transformada de Fourier del potencial
efectivo. Notemos que, para cualquier superficie de Bour, es 1til volver a la
coordenada radial original en lugar de = ya que dz = A(r)dr y el potencial
efectivo V(r) = 1/(rA), asi la transformada de Fourier es

U(g):/ooo ire:vp[—i x"(r)], (6.48)

¢]

donde para cada superficie de Bour etiquetada con n, x,(r) es el cambio de

variable introducido anteriormente (ver 5.3.1).

Transmision en el catenoide/helicoidal.

En este caso uno tiene zo(r) = |c| (r — r~!). Aqui, conviene hacer el cambio

de variable y = logr € R, asi el argumento de la exponencial en (6.48)



6.2. TRANSMISION DE ONDA DE DIRAC 97

resulta ser la funcién impar sinh (y), lo que significa que la transformada de
o0

Fourier se simplifica a U(&§) = dy cos [2¢ sinh (y)]. Esta integral se puede

expresar en términos de una funcién de Bessel modificada [69]
UE) = 2K0(26). (6.49)

En la Fig. (6.2), se muestra el coeficiente de reflexiéon y transmisién para
una onda de propagacién a través de la catenoide, donde se ha utilizado
(6.49). Ademas, se puede ver que el valor de E, = Ex, donde la transmisién
y la reflexion tienen el mismo valor, se traslada a la derecha a medida que
aumenta el valor de m. El valor de intercepcién de la energia es Fy, donde

se cumple la ecuacién trascendental

(6.50)

L=
0.8
0.6
R
=~

0.4

0.2

Ls 2.0

Figura 6.2 : Familia de coeficientes de transmisién y reflexion ((6.43) y
(6.44)) versus energia reducida E, = E/Ejy usando la transformada de Fou-
rier (6.49) correspondiente a la geometria catenoidal/helicoidal. El conjunto
de curvas se obtuvo para casos con m = 1,---,10. Las curvas naranja y

verde son guias para identificar el caso m = 10.
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También cabe mencionar, que en la intercepcién el valor del coeficiente de
transmision (o el coeficiente de reflexion) es independiente de m y estd dado

por T(FEyx) = 1/2, como se puede apreciar en la Fig. (6.2).
Transmision en Bi-Bour

En este caso se tiene z1(r) = |c| (logr + £r?). Aqui, sustituyamos i — 2,
donde z es un valor complejo con Rz < 0. Adicionalmente, es conveniente
hacer el cambio de variable y = r? € R, asf la integral (6.48) resulta ser
U =2 - @y*%e*%y, que se puede relacionar con una funcién Gamma

0
[69] como

) = tin2 () v (-3): @50

Como necesitamos la norma compleja de U(€), usamos la identidad |I'(iy)|* =
7/ (ysinh(my)) para y € R [69], queda por calcular la norma compleja del
z

factor en (6.51), mediante un célculo elemental directo se tiene (5)% =

39 £ _&m
€'319853 =" Por lo tanto

4

TCaEt (6.52)

U@ =
En la Fig. (6.3), se muestra el coeficiente de reflexién y transmisién para
una onda que se propaga a través de la superficie Bi-Bour, donde se ha
utilizado (6.52). La estructura de estas curvas es muy similar al caso anterior.
La principal diferencia corresponde a que la transmision total se da a un
valor mayor de FE,. Ademas, la forma en que las curvas se mueven hacia la

izquierda se dan de acuerdo con la ecuacién trascendental

E, (¥ —1) = 2m?. (6.53)
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2.0

E[|E,

Figura 6.3 : Familia de coeficientes de transmisién y reflexiéon ((6.43) y
(6.44)) versus energia reducida E, = E/Ej usando la transformada de Fou-
rier (6.51) correspondiente a la geometria Bi-Bour. El conjunto de curvas se
obtuvo para casos con m = 1,--- ,10. Las curvas naranja y verde son guias

para identificar el caso m = 10.

Transmisién en las superficies B, >2 - Bour

7nnfl rn+l

n—1 +T+1

En este caso uno tiene x,(r) = |c| ( ) con n > 2, por tanto, la

transformada de Fourier se reduce a la integral

< dr 7m,fl T,n+1
U(&)zQ/O Tcos<£<n_1+n+1>>. (6.54)

Esta integral es estrictamente divergente debido a la singularidad en r = 0.

La integral se regulariza introduciendo un corte inferior tal que r > €. Para
aislar la parte singular consideremos la siguiente aproximacién. En primer
lugar, centrémonos en la superficie clasica de Enneper n = 2. Se puede
argumentar que la contribucién méas importante a la integral estd cerca de
r = ¢, donde el término ctbico del argumento del coseno puede despreciarse
ya que 3 ~ €3, ademas, para valores grandes de r, las contribuciones a la

integral decaen a cero como r~!. Usando este razonamiento, ignoremos el
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término cibico dentro del argumento de la funcién coseno, por lo que la

integral se reduce a la integral del coseno.

UE) ~ 2/00 % cos (&r) := —2Ci(ef), (6.55)

donde Ci(z) es la integral del coseno, que tiene la expansion en serie

Ci(z) = v+ logz + Yo% (—1)"z?"/(2n(2n)!) [69]. Asf, uno tiene
UE) == —2 (7 +1og (€)) + 2log (1/e) + O(?), (6.56)

donde 7 es la constante de Euler-Mascheroni. Por lo tanto, la parte singular
viene dada por 2log(1/€). Ahora, realizamos una evaluacién numérica de
(6.54), restando la parte singular y comparando con el resultado anterior
(6.56) [ver Fig. (6.4)]. Es claro que el error principal esta cercano al k ~ 0,

mientras que para el resto de valores el error ronda el 1%.

U
4(f )
2
0.5 L0 L5 2.0
» \
-4

Figura 6.4 : Transformada de Fourier (6.54) versus el argumento { para la
geometria cldsica de Enneper con n = 2 (curva de color azul). También se
muestra una comparacién entre el cdlculo numérico (6.54) y aproximacion

analitica (6.56), curvas azul y naranja, respectivamente.

En la Fig. (6.5), se muestra el coeficiente de reflexién y transmisién de una

onda de propagaciéon a través de la superficie clasica de Enneper, donde
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hemos calculado numéricamente la transformada de Fourier U (§). La ca-
racteristica principal de las curvas de transmisién para la superficie de En-
neper es el valor de transmisién 7 (Ex) = 1 en la energia Ex que muestra
el fenémeno de la paradoja de Klein en este caso [70]. El valor de Klein
Ex corresponde al valor donde la transformada de Fourier U (§) desaparece
[ver Fig. (6.4)]. Usando la aproximacién (6.56) se puede estimar el valor de
Eyx ~ %6_7 ~ 0.28 Fy, con un error de 5 % respecto al calculo numérico. Sin
embargo, a diferencia de los casos anteriores, catenoide y superficie Bi-Bour,
en el presente caso se muestra una fuerte supresion de la transmisién para
valores superiores al valor de Klein Ex, dando lugar a un efecto de reflexién
total y, por lo tanto, a una conductancia que desaparece G(E) — 0 para
E > Ef. Ademas, se puede observar en la Fig. (6.5) que hay dos valores de
intercepcion y que ambos valores se mueven hacia el valor de Klein a medida
que aumenta el valor de m. Este efecto se puede explicar usando la aproxi-
macién (6.56) haciendo que la condicién m?2 [U(2E,(m))[* = 1, asi se obtie-
nen los valores en términos de m mediante la ecuacién E,(m) =~ EKeiﬁ,

mostrando el efecto recién mencionado.

Para el caso n > 2 se puede seguir la misma linea argumental que en el caso

Tn—l

Enneper. Por ejemplo, realicemos el cambio de variable y = ©—, por lo que
la transformada de Fourier (6.54) resulta como
2 *©d
u©) =25 [ Loos (¢ (v+an™)). (6.57)
n—1J, vy

donde o, = (n — 1)/8”/(71 +1)y 6= Z—ﬂ

Observe que 1 < 8, < 3 donde la igualdad corresponde al caso clasico de
Enneper. Dado que 5, > 1, se puede intentar argumentar que este término
no es dominante cerca de la singularidad, por lo que en esta aproximacién
se tiene U(&) ~ —2Ci(e£/(n — 1))/(n — 1), por lo tanto, la diferencia entre

el presente caso y el caso Enneper es un factor de 1/(n — 1).
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Figura 6.5 : Familia de coeficientes de transmisién y reflexién ((6.43) y
(6.44)) versus energia reducida E, = E/Ej usando la evaluacion numé-
rica de la transformada de Fourier (6.56) correspondiente a la geometria
clasica de Enneper con n = 2. El conjunto de curvas se obtuvo para casos
con m = 1,2, 3. Las curvas naranja y verde son guias para que se identifique
el caso m = 3. Para todos los conjuntos de curvas de transmisién, identifi-
camos el mismo punto de Klein EFx ~ 0.28 Ey donde la transmisién es 1, y

una clara tendencia de supresion después de ese punto.

Sin embargo, en este caso el error aumenta mas de 10%. Por lo tanto, en
este caso simplemente calculamos la transformada de Fourier (6.54) numé-

ricamente.

En Fig. (6.6), se muestra el coeficiente de reflexién y transmisién de una
onda de propagacion a través de las superficies Bs-Bour y Bs-Bour. Como
en el caso clasico de Enneper, se puede apreciar que para cada superficie
B,-Bour existe un tnico punto de Klein Fg ,, donde la transmitancia es
uno. El punto de Klein se mueve hacia la derecha para valores mayores de
n. Después del punto de Klein E ,, la transmisién disminuye lentamente a
medida que n aumenta; sin embargo, también se suprime por completo para

valores de energia grandes.
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1.0
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Figura 6.6 : Familia de coeficientes de transmisién y reflexién ((6.43) y
(6.44)) versus energia reducida E, = FE/Ey usando la evaluacién numeérica
de la transformada de Fourier (6.57) correspondiente a la superficie B3-Bour
con n = 3 (arriba) y la superficie B4-Bour con n = 4 (abajo). El conjunto de
curvas se obtuvo para casos con m = 1,2, 3. Las curvas naranja y verde son
guias para identificar el caso m = 3. Para todos los conjuntos de curvas de
transmision, identificamos el mismo punto de Klein Fx ~ 0.39E; (arriba) y
Ex ~ 0.54F, (abajo), donde el la transmisién es 1, y una clara tendencia a
la baja en la transmisién después de ese punto. Ademas, cudnto mayor sea

el valor de n, méas lenta sera la tendencia a la baja.



Capitulo 7

Conclusiones

En este trabajo de investigacién estudiamos la propagacién de los grados de
libertad electrénicos sobre una hoja curva de grafeno con base a la ecuaciéon
de Dirac. Planteamos la hipotética existencia de una lamina de grafeno con
la geometria de una superficie de Bour; ejemplos de estas superficies son la
catenoide, el helicoide y la superficie de Enneper, entre otras superficies B,,'.
Las superficies de Bour pertenecen a la gran familia de superficies minimas
que minimizan el area. La geometria de las superficies minimas se propuso
para modelar estructuras de carbono especificas [21]. Aunque todavia no
existe una realizacién artificial o natural de estos alétropos de carbono en el
laboratorio o en la naturaleza, existen buenas expectativas de su existencia

a partir de investigaciones numéricas y experimentales [20,25,27].

La ecuacién de Dirac obtenida para nuestras estructuras se escribe como

ih0® = vpo1Pa® 4+ vpV (x)ole®, (7.1)

1 . /
Que se pueden etiquetar usando el pardmetro n
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donde vg es la velocidad de Fermi, siendo o7 y o9 las matrices de Pauli.
En esta ecuacién, V(z) se ha interpretado como un potencial de dispersion
efectivo acoplado a un término de orbita de pseudoespin de la forma oofy,
donde o9 la direccién del pseudogiro y lp el momento angular en dos di-
mensiones. Para cada superficie de Bour, se encontré que V' (z) decae a cero
conforme = — oo, mientras que V(x) funciona como una barrera potencial
cerca de x = 0. De hecho, se puede demostrar que para n > 2, V(x) se

acerca a un potencial repulsivo de tipo Coulombico.

El comportamiento asintotico de los estados en z — oo se determina con
(7.1), que efectivamente corresponde a soluciones de una ecuaciéon de Dirac
en un espacio-tiempo 1 + 1. Estos estados en términos de z se caracterizan
como ondas planas con un pseudoespin hacia arriba 1 (o hacia abajo |)
dependiendo del valor positivo o negativo de la energia. Ademads, mediante
el formalismo de Lippmann-Schwinger, estudiamos los estados de dispersion,
dando lugar a un estado de dispersion dividido en una onda transmitida
y una reflejada. Esto se hace mediante la aproximacion Born y Born de
orden superior. En particular, se observa que la onda reflejada transmuta la

direccién del pseudoespin, que denominamos interaccion espin-orbita.

Ademas, a través de la corriente de Noether J*, se determina la densidad
de probabilidad, J°, lo que nos permite argumentar que es mas es proba-
ble encontrar fermiones de Dirac cerca del punto de dispersién; de hecho,
dentro de esta aproximaciéon encontramos que la densidad de probabilidad
es proporcional a V' (z). Ahora, a partir de las componentes espaciales de
J#, se determinan las corrientes incidente y dispersa para encontrar expre-
siones para la reflectancia R(E) y la transmitancia 7 (E), respectivamente.
Se encuentra que para las superficies de Bour By, catenoide (o helicoidal)
y Bi-Bour, existe un comportamiento habitual para la transmitancia y la

reflectancia, dando lugar al efecto de transmitancia total para grandes va-
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lores de energia. Aunque la barrera potencial en los casos By y By evoca
la situacién habitual donde surge la paradoja de Klein, la diferencia radi-
ca en el acoplamiento con o2 que aparece en (7.1), que acuiamos como la
ausencia de la paradoja de Klein [70]. Sin embargo, para las superficies de
Bour B,, con n > 2, incluida la superficie cldsica de Enneper, demostramos
que hay un punto de energia Ex para el cual la transmitancia es igual a
T(Ex) =1, dando lugar a una manifestacién de la paradoja de Klein, mien-
tras que para grandes valores de energia FE > FEi la transmitancia decae a

cero suprimiendo la conductancia por completo.

Cabe mencionar es que en esta tesis no contempla un analisis a nivel de la red
en la ecuacion de Dirac, es decir, no toma en cuenta los defectos topologicos
que ocurren en realidad en todas las superficies de carbono con curvatura, sin
embargo, la inclusién de estos defectos se manifiestan como flujos magnéticos
(no abelianos) que salen en forma transversal a la superficie a través de la
inserciéon de anillos heptagonal. De esta manera, se considera el campo de
Dirac acoplado a un campo de norma no Abeliano, esto se reporta en el

articulo publicado [71].

El presente trabajo de investigacién puede ampliarse de la siguiente manera.
Como sabemos el programa VASP tiene sus limitaciones para estructuras
como es nuestro caso por ende el primer paso seria explorar otras herra-
mientas como Quantum Espresso o Gaussian [62, 63] para realizar nueva-
mente la optimizaciéon de la estructura como la densidad de estados y asi
comparar con nuestros resultados. Por otra parte, siguiendo una direccién
diferente, a través de la representacién de Weierstrass-Enneper, podemos
proponer el estudio de la propagacién de los grados de libertad electrénicos
en otras superficies minimas como superficies minimas simplemente perié-
dicas, k-noides o Schwartzitas que estdn mas involucrados actualmente en

la investigacién. En particular, para estas superficies, encontramos que el
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factor conforme A(r,0) depende intrincadamente de r y 6, por lo que no es
posible realizar una separacién como en el caso de Bour [34]. Sin embargo,
podemos implementar métodos tradicionales como el elemento finito para

resolver la ecuacién de Dirac

g

para estudiar otras propiedades electronicas como la densidad de estados, la

conductividad de Kubo, etc.



Apéndice A

Programa VASP

Vienna Ab initio Simulation Package (VASP) es un programa de ordena-
dor escrito en Lenguaje FORTRAN para el modelado de materiales a escala
atémica a partir de los primeros principios [72-74]. VASP calcula una so-
luciéon aproximada a la ecuacion de Schrodinger de muchos cuerpos, ya sea
dentro de la teoria funcional de densidad (DFT), o dentro del esquema de
Hartree-Fock (HF). En VASP, las cantidades centrales, como los orbitales de
un electrén, la densidad de carga electrénica y el potencial local se expresan
en conjuntos de base de onda plana. Las interacciones entre los electrones y
los iones se describen utilizando pseudopotenciales, o el método de Projec-
tor Augmented Wave (PAW). M4és informacién sobre las caracteristicas se

puede encontrar en [50].

A.1. Archivos de entrada

Para realizar un cdlculo en VASP se necesitan cuatro archivos de entrada:

POSCAR, POTCAR, INCAR y KPOINT.
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El archivo POSCAR contiene la configuracion inicial de la geometria de red

B POSCAR

Encabezado

Factor de escala

Matriz de Bravais

Nombre(s) del tipo de &tomo(s)
Nimero de &tomos (de cada tipo)
Selective Dynamics Opcional
Cartesian Cartesian o Direct coordinates

0060 (TTT) Posiciones de los &tomos

Figura A.1 : Estructura del archivo POSCAR.

y las posiciones iénicas [ver Fig. A.1]. La primera linea es una linea de co-
mentario, que puede ser el titulo del calculo. La segunda linea es un factor
de escala universal que escala todos los vectores de red y todas las coorde-
nadas atémicas, o interpretado como el total volumen de la celda si es un
valor negativo. Las lineas tercera, cuarta y quinta son los vectores de red
que definen la celda unitaria del sistema. La sexta linea proporciona los sim-
bolos atémicos de los elementos quimicos del sistema. La séptima linea es el
nimero correspondiente de &tomos para las especies atémicas escritas en la
sexta linea. La octava linea es opcional, si se escribe “Selective Dynamics”,
entonces las siguientes lineas que representan las coordenadas de los atomos
son proporcionadas por las banderas adicionales “T” y “F”, lo que permite
que la coordenada(s) de este &tomo cambie durante la optimizacién iénica
(usando T) o no (usando F). En caso de no escribir “Selective Dynamics”,
todos los atomos de los sistemas pueden cambiar sus coordenadas durante

la optimizacién por defecto. De esta manera la octava linea especifica que
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las coordenadas de los dtomos estan escritas en coordenadas cartesianas o
en coordenadas directas. Si estéd escrito como “Cartesian”, se usan las coor-
denadas cartesianas. Si estd escrito como “Direct”, se usan las coordenadas
directas. Las siguientes lineas son las tres coordenadas para cada atomo. En
el modo directo, estos tres niimeros se suministran valores, que se combinan
con los tres vectores basicos escritos en la tercera, cuarta y quinta lineas. La
linea de coordenadas debe ser consistente con la sexta linea que representa

los simbolos atémicos.

El archivo POTCAR es una lista de pseudopotenciales para cada dtomo en
el sistema. Los pseudopotenciales para algunas especies de atomos son su-

ministrados por el paquete VASP [ver Fig. A.2]. Si el sistema tiene mas de

[ X} R POTCAR
PAW_PBE C 08Apr2002
4.00000000000000000
parameters from PSCTR are:

VRHFIN =C: s2p2

LEXCH = PE

EATOM = 147.1560 eV, 10.8157 Ry

TITEL
LULTRA
IUNSCR

PAW_PBE C 08Apr2002

£ PP 7
0-lin 1-nonlin, 2-no
ore radius
4.000  mass and yalenz
outmost cutoff radius
; RWIGS = .863  wigner-seitz radius (au A)
; ENMIN = 300.000 eV
2 local potential
correct aug charges
paw PP

core radius for proi-oper
factor for augmentation sphere

radius for radial grids

core radius for aug-charge

= .516; QGAM = 11.032  optimization parameters

Description
1 E TYP RCUT  TYP RCUT

o .000 23 1.200

0 .000 23 1.200

Figura A.2 : Estructura del archivo POTCAR.

una especie atémica, el archivo debe ser la combinaciéon de todos los pseu-
dopotenciales de los atomos. En el sistema UNIX, esto se puede realizar
usando el comando “cat”para obtener un archivo combinado. Los pseudo-
potenciales de los &tomos deben estar en el mismo orden que los 4&tomos del
archivo POSCAR, en el que la sexta linea representa los simbolos atémicos

del sistema.
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INCAR es el archivo de entrada central, que incluye la mayoria de las pa-
labras clave para los célculos [ver Fig. A.3], por ejemplo: optimizacion, la
energia de corte, los parametros de convergencia, cilculo SCF, DOS, pro-

piedades dieléctricas, etc. Los parametros en el archivo pueden modificarse

[ X } R INCAR
SYSTEM = Na298 ico
LREAL= Auto ! for larger cells it might be more efficient
! to use real space projection operators
ISMEAR = @ ! Gaussian smearing
NSW = 50

= 1 50 ionic steps
IBRION = 2 ! use the conjugate gradient algorithm

Figura A.3 : Pardmetros del archivo INCAR.

dependiendo del tipo de calculo que se realice. Para obtener una lista de

todas las etiquetas consulte [50].

En el archivo KPOINTS se especifican los puntos que VASP utilizara para
muestrear la primera zona de Brillouin en el espacio reciproco. Por lo gene-
ral se utiliza una generacién automatica de k-mesh. La primera linea es una
linea de comentario. El cero en la segunda linea decide usar una generaciéon
automatica de k-puntos. La tercera linea indica el método a utilizar para la

generacién, en este caso, el método Monkhorst-Pack [ver Fig. A.4].

A.2. Archivos de salida

Al finalizar un calculo con VASP se generan los siguientes archivos: OUT-

CAR, CONTCAR, CHG, CHGCAR, WAVECAR, EIGENVAL, DOSCAR,
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R KPOINTS
Automatic mesh | Comment
]

| N_k = 0: automatic generation scheme
Monkhorst-Pack | generate a Monkhorst-Pack grid
4 4 4 | # of subdivisions N_i along b_i
0. 0. 0. | optional shift of the mesh (s_i)

Figura A.4 : Pardmetros del archivo KPOINT.

OSZICAR, entre otros.

El archivo OUTCAR es el archivo de salida principal de VASP. La mayoria
de los datos de salida del célculo se incluyen en este archivo. Contiene las si-
guientes partes: informacion de los archivos INCAR, POTCAR, POSCAR,
calculo de los resultados de la distancia vecina mas cercana y andlisis de
simetria del sistema, informacién sobre la palabra clave INCAR analizada y
detallada, informacion detallada del trabajo, informacién de redes, puntos k
y posiciones iénicas, informacién de conjunto de bases, informacién pseudo-
potencial no local e informacién detallada de cada paso electrénico durante

la optimizacion; valores propios, carga, tensor de energia, etc.

Los archivos de salida CHG, CONTCAR y CHGCAR contienen informa-
cién grafica del sistema en estudio, antes de la optimizacion estructural ini-
cial asignada a VASP (archivo CHG), después de la estabilizacién (archivo
CONTCAR) y el dltimo archivo CHGCAR contiene la densidad de carga
electrénica en la configuracion nuclear estabilizada. Estos archivos son com-
patibles con el programa VESTA ! [51] para poder visualizarlos de manera
grafica. El archivo CONTCAR se escribe y se actualiza después de cada

paso iénico. Contiene la geometria de red y posiciones idnicas después de la

Wisualization for Electronic and STructural Analysis
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optimizacion. Tiene un formato similar al archivo POSCAR y normalmente

escrito en coordenadas directas.

DOSCAR es un archivo de salida que contiene una tdbula de tres columnas,
la primer columna contiene las energias de amarre de los electrones a los
nucleos, la segunda columna corresponde a la integral de la DOS, la tercera
columna es la DOS que nos da informacién del niimero de estados por uni-

dad de energia de la nube electrénica del sistema [ver Fig. A.5]. Para poder

(N R DOSCAR

2 2 1 o
0.5276094E+02 0.2468359E-09 0.2468359E-09 0.1999840E-08 0.5000000E-15
1.0000000000000000E-004

Graphene
12,11174250 —24.24618770 1000 -2.76125536 1.00000000
-24,246 ©0.0000E+00 0.0000E+00
—-24.210 ©.0000E+00 0.0000E+00
-24.173 ©.0000E+00 0.0000E+00
-24.137 ©.0000E+00 0.0000E+00
-24.101 ©.0000E+00 0.0000E+00
-24.064 ©.0000E+00 0.0000E+00
-24.028 0.0000E+00 0.0000E+00
-23.991 0.0000E+00 0.0000E+00
-23.955 0.0000E+00 0.0000E+00
-23.919 0.0000E+00 0.0000E+00
-23.882 0.4750E-04 0.1729E-05
23.846 0.9477E-05 0.2074E-05
23.809 0.2963E-03 0.1286E-04
23.773 0.7048E-04 0.1542E-04
23.737 0.8454E-04 0.1850E-04
23.700 0.1014E-03 0.2219E-04
23.664 0.4066E-03 0.3699E-04
23.627 0.2027E-03 0.4436E-04
23.591 0.5283E-03 0.6359E-04
23.555 0.3484E-03 0.7627E-04
23.518 0.4178E-03 0.9148E-04
23.482 0.5011E-03 0.1097E-03
-23.446 0.6008E-03 0.1316E-03
-23.409 0.7203E-03 0.1578E-03

Figura 2.5 : Estructura del archivo DOSCAR.

visualizar los resultados del archivo DOSCAR, podemos emplear cualquier
programa para obtener las funciones a partir de la tabula, podemos utilizar
GNUPLOT, XMGRACE, entre otros; lo recomendable es que sean progra-
mas que trabajen con imagenes de alta calidad para poder distinguir con
claridad los resultados. El archivo OSZICAR es una versién simplificada del
archivo OUTCAR que resume la informacién en una linea para cada pa-
so electrénico. En este archivo, el recuento de iteracién, la energia total, el

cambio de la energia total se puede encontrar facilmente.



Apéndice B

Red de Bravais

Un concepto fundamental en la descripcion de cualquier sélido cristalino es el
de la red de Bravais, que especifica el arreglo peridédico en la que se ordenan
las unidades repetidas del cristal. Las unidades pueden ser atomos individua-
les, grupos de atomos, moléculas, iones, etc., pero la red de Bravais resume
solo la geometria de la estructura peridédica subyacente, independientemente
de cuéles sean las unidades reales. Damos dos definiciones equivalentes de

una red Bravais:

(a) Una red de Bravais es un arreglo infinito de puntos discretos con un
ordenamiento y orientacion, que parece exactamente la misma, desde

cualquier punto de observacion.

b) Una red de Bravais (tridimensional) es aquella formada por todos los

puntos con vectores de posicién R de la forma:
R = nja; + ngas + naas, (B.l)

donde aj, as y a3 son cualquiera tres vectores que no estan todos en el

mismo plano, y ni, ne y n3 varian a través de todos los valores enteros.
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Los vectores a; que aparecen en la definiciéon (b) de una red de Bravais son

llamados vectores primitivos y se dice que éstos generan la red [45].

L] L] L] L ] - . - - . L] . .
L - - - -
ai, 120°\ a,[ 90° a,[ 90°
o e e ul e |» 1 -
4 a, a
- . . ° ° . o |o . . .
(a) (b) (c)

. ?2 a 4 4
° ° O ° 'e e
° . . . o ®
0 a . 0 0 ) [
(d) (e)

Figura A.1 : Los cinco tipos diferentes de red de Bravais: a) Hexagonal,
b) Cuadrada, c¢) Rectangular, d) Rectangular centrado, donde las lineas

discontinuas forman un rectdngulo y e) Oblicua.



Apéndice C

Calculo de la funcion de

Green

Comencemos con la ecuacién
(E —vpo1pz) G(z,2', E) = §(z — 1), (C.1)

donde el operador p, = —ihd, y recordemos que la relacién de dispersion
viene dada por E = +hvp|k|. Ahora definamos la funcién go(z,2’, E) de

manera que
G(x,2',E) = (E + vpo1ps) go(z, 7', E), (C.2)
sustituyendo (C.2) en (C.1) se obtiene
(hvp)? (=0, + k2) go(x, 2/, E) = 6(z — ), (C.3)

observemos que (C.3) es la ecuacién de Green-Helmholtz, y la solucién estd
dado por [75]

1

b ki 4
2i(hwr)2 k| ' (C.4)

go(w,x', E) =
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Apéndice D

Calculo de la aproximacion

de Born de orden superior

D.1. Caélculo de los términos 7,,1(p)

Comenzamos con la ecuacién (6.15)

Tari(0) = (hop)Emr Y ogmamm<1>ﬁ<p—q<1>)

q(1)7~-- ,q(n)
n—1
X <H G(q(e))02m(€)5m(£>m(l+1)U (q(g) - CI(HI))) G(q(n))
=1
% om0 (¢ = oK) (D.1)

donde hemos sustituido la expresién (6.16) y (6.17). Aprovechando los del-

tas de Kronecker 6,,(,,+1) podemos simplificar la Gltima expresiéon de la
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siguiente manera

(9] -
Tot1 (p) = (hvpm) ”+1fm/ (H dq ) oU (p - q(l)) (D.2)
(h G(¢D)orU (q(e) - q(Hl))) G(q("))agvu.aﬁ (q(”) -0 |k:|> .
/=1

Ahora, organizamos las integrales en la siguiente estructura anidada

Tni1(p) = (ﬁva)”“fm/ dg:)azﬁ (p —~ qm) G (q(l)) U (q(l)) O2Vpios
(D.3)

donde UM (¢ estd escrito en términos de U3 (¢(?)), y asi sucesivamente.

En general, uno tiene la siguiente definicién

u® <q(£)> _ / dq;é+1) ool (q(z) B q(z+1)> G (q(“l)) (D) <q(e+1)> 7
7'['

donde ¢ = 1,2,---,n—1y UM (¢™) = U™ — o|k|). A continuacién,
procedamos a calcular U ("_1)(q(”_1)). La integral involucrada en esta can-
tidad se puede realizar usando integracién compleja, reemplazando ¢(™ por

la variable compleja z

U /FUQU DGR TG, (D4

21

donde hemos puesto 0 = —1 ya que tenemos una onda izquierda inicial.
La integracién compleja de contorno I'y se elige como se muestra en el lado
izquierdo de la Fig. D.1 ya que excluimos los puntos donde el argumento de
la transformada de Fourier es cero. Observemos que U(0) = 75, daU(x) es
estrictamente divergente ya que U(x) es un potencial de largo alcance que

para todas las superficies de Bour decae como 1/x.
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- |&| 4D

I

Figura C.1 : Curvas de contorno I'y y I's para las integrales complejas en el

plano z (D.4) y (D.5).

La funcién de Green G(p) en el espacio de momentos se puede escribir como

o k| + poip
CO) = or o= (Rl + ] o + (k] + ie)]

donde p = &+ representa los estados de energia positiva y negativa, y uno
puede identificar dos polos en |k|+ie y —|k| —ie. Usando el teorema integral

de Cauchy no es dificil demostrar que
(n=1) (=) — 7 (=1 _ k)
U (") =T ("0 — k) 550 (2 k) 02,

donde P, = %(1 + poq) es un proyector. Ahora, para ser transparentes en
el calculo, insertemos este resultado en la integracién por la variable gk=b,

resultando como

U= (g"2) = / dq;:l) o2U (q(”*z) - q(”*l)) G (q("*”) U (q(”*l) - Ikl)

i~
%U(2 |]€D O'QIP#.

X

Aunque la integracion es similar a la anterior, conviene realizar el cambio
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de variable ¢ — —¢(™=1 por lo tanto, la integracién da como resultado
n—1
u(n—2)(q(n—2)) _ / dq;l )0_20 (q(n—Z) + q(n—1)> G (_q(n—l)) U* (q(n—l) + |k|)
™
i~
—U 2|k P D.5
X TG 21k oaPy (D.5)

donde U*(k) = U(—k) es el complejo conjugado. Ahora, procedemos a
calcular esta integral usando nuevamente la integracién compleja como la
integracion anterior. El resultado es el mismo excepto que P, cambia en

P_,, es decir,

. 2
n— n— 7 n— ty g 2
U (D) = T (4" 4 |1]) <er> 0 @ k)| 0P 2P,

donde [-| es la norma compleja. Ahora, mediante un proceso iterativo, se

puede concluir que

. n—1
U ) =0 (40 + o) () B

hvp
donde
ngl)n UU(Q |k|)‘202PM02P4 ; para n impar,
B(W = (D.6)

- . . 2
U(2|k|)02PuH§:12)/2 UU(QU{:D‘ O'QIEDILLO'QPM:|, para n par.

Tenga en cuenta que (D.6) se puede simplificar atin méds como consecuencia
de la siguiente dlgebra oo = P, = P_,09, de este modo, oolP_,00P, =

IP’“J%]P’ = Pi = P,. Usando esta algebra y la propiedad ]Pﬁ =P, se obtiene

‘U(2|k:|) Py, para n impar,

-

B =
U 2Ik)) |T 21k])

n—2
‘ o9lP,, para m par.

Ahora, sustituimos (1) (¢(V)) en la ecuacién (D.3). Procedemos a realizar el

célculo para n casos pares e impares utilizando la misma estrategia utilizada
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para calcular las integrales sobre las variables gk y ¢ =Y. Ademés usamos
la propiedad P,v, = v, y o2v_, = ipv,. Asi, el resultado del (n + 1)-ésimo

término corresponde a las expresiones en (6.19) y (6.20).

D.2. Calculo de los términos C,,;(z)

El punto de partida para calcular los términos C)41(x) corresponde a la

integral de Fourier

Crn(@) = [ 2 EE) (o) (0.7)

en los casos n par o impar. Para n impar, usamos la ecuacién (6.19), ha-
cemos el cambio de variable p — —p, y realizamos la integraciéon compleja
usando el contorno ¥y. En cambio, para n par, usamos la ecuacién (6.20),
y la integracién compleja se realiza usando el contorno ¥;. De esta manera,

obtenemos las expresiones deseadas (6.24) y (6.25), respectivamente.



Apéndice E
Parametrizacién explicita

En esta seccién, mostramos las parametrizaciones explicitas para las super-
ficies; Catenoide, Helicoide, By y Enneper en coordenadas polares (r,6),

siguiendo [76]. para el catenoide

Xe(r,0) = (3 (i + r) cos 9,% (i + r) sin 6, —alogr) ; (E.1)

para el helicoide

Xp(r,0) = <§ <r - i> sine,g (r - i) cos 9,6g0> ; (E.2)

para la superficie de Enneper
3 3
Xe(r,0) = (7“ cosf — 5 cos 30, —rsinf — £ sin 30, 12 cos 20) ;o (E.3)
y para la superficie By

2 2
Xy(r, 0) = <logr - % cos 20, —0 — % sin 26, 2r cos 0> , (E.4)

Usando estas parametrizaciones, X., Xp, Xp v X, se dibujan las superficies

con ayuda de Mathematica.
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The existence of a curved graphene sheet with the geometry of a Bour surface B, is supposed, such as the
catenoid (or helicoid), By, and the classical Enneper surface, B,, among others. In particular, in this paper, the
propagation of the electronic degrees of freedom on these surfaces is studied based on the Dirac model coupled
to a non-Abelian gauge field that captures topological defects present on each of the surfaces. As a consequence
of the polar geometry of B,, it is found that the geometry of the surface causes the Dirac fermions to move as
if they would be subjected to an external potential coupled to a spin-orbit term. The geometry-induced potential
is interpreted as a barrier potential, which is asymptotically zero. Furthermore, the behavior of asymptotic Dirac
states and scattering states are studied through the Lippmann-Schwinger formalism. It is found that for surfaces
By and By, the total transmission phenomenon is found for sufficiently large values of energy, while for surfaces
B,, with n > 2, it is shown that there is an energy point Ex where Klein’s tunneling is realized, while for energy
values E > E itis found that the conductance of the hypothetical material is completely suppressed. In addition,
for a large number, N, of topological defects the transmission decays as N2 as far as energy values are different

than Ex.

DOI: 10.1103/PhysRevB.108.195421

I. INTRODUCTION

One of the intriguing properties of graphene, among many
others [1,2], is that the charge carriers can be described by
quasiparticles with the same behavior as relativistic Dirac
fermions at the low-energy regime [3]. This fact had been
theoretically predicted when it was shown that Dirac’s field
theory emerges [4,5] from Wallace’s tight-binding model
[6,7]. These characteristics of graphene allowed for establish-
ing an analogy with relativistic quantum phenomena [8]. Even
more so, it is possible to think of graphene as the mother of
other graphitic materials since it can fold up to form fullerenes
[9,10], roll up into carbon nanotubes [11], and stack up to
shape graphite. Furthermore, using concepts from geometry
and topology, carbon nanostructured curved materials can be
created with unique properties [12,13]. Indeed, curved carbon
materials were proposed more than a decade before the ad-
vent of groundbreaking graphene [14]. Although there is still
no experimental synthesis of these nanostructured materials,
there is a good expectation [15] that there will be so with
technological advancement [13,16,17].

The possibility of studying quantum phenomena on curved
space-times was also raised [18] with the logical implication
to explore gravitational analogs phenomena in tabletop ex-
periments [19,20], for instance, through the conformal-gauge
symmetry encoded in the 2 + 1 Dirac theory [21,22], the

*Corresponding author: pcastrov@unach.mx
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intrinsic curvature of the graphene sheet gives up a gen-
eral relativistic description of fermionic degrees of freedom,
whereas the electronic properties of a sheet with a shape of
a Beltrami trumpet [23] is interpreted as the Unruh-Hawking
effect [24-26], forasmuch under a specific external magnetic
field the space-time metric is described by a Zermelo optical
metric which is conformally equivalent to the BTZ black hole
metric [22], where also Hawking-radiation phenomena can
be explored [27]. Likewise, using a variation of the hopping
parameters in the tight-binding model, an emergent Horava
gravity arises [28]. Additionally, a simulation of quantum
gravity analogs can be achieved when chiral symmetry is
broken; that is, when it considers trigonal warping of the
electronic spectrum [29,30]. From the condensed matter per-
spective, the Dirac equation in the curved space is a natural
model for studying the electronic properties of the graphene
sheet when undulations [31-34] and topological defects are
present; for instance, one can address the problem of im-
purities and topological defects [35,36]; in fact, the QFT
formulation on the curved space might also describe the ex-
ternal strain acting on the material [37]. Furthermore, the
corrugations on a curved sheet of graphene give up the appear-
ance of a pseudomagnetic field [18,38], which is proportional
to the Ricci scalar curvature [39,40].

Geometric and topology effects on the behavior of quan-
tum states have been quite interesting to the community for
a while. For example, by formulating Schrédinger quantum
mechanics on curves and surfaces using confining potential
formalism [41-43], the quantum states are analyzed for

©2023 American Physical Society
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particles confined to a helix, catenary, helicoid (or catenoid),
and Mobius strip [44-47]. Also, evidence was found for
reminiscences of an analogous quantum Hall effect when
bending a strip helically [48,49]. At the same time, motivated
by the physics behind a wormhole space-time in general
relativity [50], the catenoid was shown to be the analogous
wormhole model in 2 + 1, while the external electric and
magnetic background fields on the catenoid material give up
bound states around the bridge and produce modified Landau
levels [51]. From the intrinsic perspective, [52], a geometry-
induced potential for Dirac fermions is deduced from the
intrinsic geometry of the helicoid, resulting in the emergence
of a pseudoelectric field near the potential minima giving rise
to a chiral separation on the opposite rims of the helicoid [53].

The helicoid and catenoid are isometric surfaces belonging
to the family of minimal surfaces, those surfaces that mini-
mize area or, equivalently, those such that mean curvature is
zero at each point on the surface, implying a negative Ricci
scalar curvature. Also, minimal surfaces are solutions of the
Willmore shape equation used to describe the conformation
of soft surfaces in biophysics [54]. These surfaces were pro-
posed three decades ago as representations of nanostructured
allotropes of carbon obtained by decorating a minimal surface
with carbon arrangement such as the triply periodic minimal
surface by considering the inclusion of octagon rings in the
carbon lattice structure [14]. Here, we assume that minimal
surfaces are stable nanostructured graphitic shapes [12]; par-
ticularly, we focus on a subset of this family known as Bour
surfaces [55] where the catenoid, helicoid, or the classical En-
neper surface belong, among other surfaces, all characterized
by their polar symmetry. As a consequence of the symmetry
and the Weierstrass-Enneper (WE) representation [56], we
can simplify the Dirac model in terms of two Dirac equations
to study the electronic degrees of freedom in each of the
valleys. Furthermore, we determine a geometry-induced po-
tential for the Bour surface that generalizes that found for the
helicoid [53]. In particular, we study the propagation of Dirac
waves, in each valley, using the Lippmann-Schwinger (LS)
equation along the latitudinal lines of the hypothesized mate-
rial to address the problem of elucidating the role of geometry
in the scattering states and the conductance of the material.

This paper is organized as follows. Section II introduces
the noncoordinate basis notation and the WE representation
for a minimal surface. These elements are necessary so that in
Sec. III, we can write the Dirac equation in space-time M =
R x X, where X is a surface of Bour. In Sec. IV, the Dirac
equation is rewritten so it can be interpreted as the equation
for a Dirac fermion subjected to a repulsive potential coupled
to a spin-orbit term. Furthermore, the asymptotic Dirac states
are determined and used as initial states in Sec. V to determine
the scattered states based on the LS formalism. Furthermore,
in Sec. VI, the transmittance and reflectance coefficients are
calculated using the Noether current. In Sec. VII, conclusions
and perspectives are presented; also, Appendices A—C have
been added.

II. GEOMETRICAL PRELIMINARIES

This section introduces geometrical preliminaries suitable
to set up the analysis of electronic degrees of freedom for

curved Dirac materials performed here. Particularly, it in-
troduces the tetrad formalism for the geometry of a 2 + 1
space-time, which allows us to write the Dirac equation on a
curved space-time associated with the curved Dirac material.
Additionally, the WE representation of a minimal surface,
¥ C R3, is presented,; it particularly introduces the Bour sub-
family of minimal surfaces. These surfaces are introduced,
since we shall analyze the electronic propagation on materials
associated with the space-time R x X.

A. Tetrad formalism for a 2 + 1 space-time

First, we introduce local coordinate bases for a 2 + 1
space-time geometry M. For the tangent space 7,M, let the
set {9, } be a local coordinate basis, whereas the set {dx*} the
corresponding basis for the cotangent space 7,7I. Here, p € I
and the biorthogonality condition dx*(d,) = §!' is satisfied.
The Greek indices w split in the chosen local coordinate patch.

The following presents a noncoordinate basis for the
tangent space as the set {¢4 = ¢/,9,,}, where the capital Latin
indices A are global indices A = 0, 1, 2, and the coefficients
sort up in a matrix structure E, building up an element of
GL(3, R). These coefficients, called vielbeins, are attached
to a local patch of the manifold M. The noncoordinate
basis is defined in such a way that it diagonalizes the
metric tensor g = g, dx" ® dx”, that is, g(és,ep) = Nas,
where nsp = diag(—1,1,1) is the Minkowski space-time
metric. This means that one can write the metric tensor
components as g,, = nABeﬁef, where ¢/, are the elements
of the inverse matrix E~'. Additionally, the corresponding
noncoordinate basis for the cotangent space is defined as
the set {64 = ¢/,dx"}. Now, the tensor metric can be written

as g = naph* @ 6P, that is clearly diagonal. Remark that
given a metric tensor g, the covectors #4 are not uniquely
determined since there is a gauge freedom to choose 64 or
ABOA, where A € SO(2, 1) is a local element of the Lorentz
group [57].

Now, let us introduce a connection one-form wjy = ['4,0¢,
where ["4. are the coefficients of the affine connection, V,
defined through the equation V423 = ['$,é¢. The connection
one-form encodes geometrical information of M through the
Maurer-Cartan structure equations, which are given by

do*t + o NOB = TH, 1))

dwy + w¢ Ao = Rj, (@)

where 7% and R4 are the torsion and Riemann curvature of
the manifold, respectively. Further, the connection one-form
written in the local coordinate basis looks like @8 = wBdx*,
where @*# = nB€w?. Note that under a local Lorentz trans-
formation, A, the connection one-form transform as a)? =
ALOSAR + A2, AB, where AD = (A™")D. Furthermore, if
one asks for a Levi-Civita affine connection V, one has
the metric compatibility condition Vxg =0 for any vec-
tor field X. This implies the conditions wsap = —wps and
T4 =0/[58].
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B. Weierstrass-Enneper representation for a minimal
surface, and Bour surfaces

Minimal surfaces are mathematical surfaces in the space
corresponding to minimizing area surface or surfaces min-
imizing the Willmore energy [54]. The geometry of these
surfaces is determined using the WE representation follow-
ing Ref. [56]. The WE representation of a minimal surface
can be cast in terms of the mapping X: Q Cc C — ¥ C R?
defined by

w

X(w) = Xo + Re f ®(w)dw, 3)

wo

with w € 2, where Q2 is a simply connected domain 2. The
differential volume dw represents an appropriate measure
for ©; Re, and Im denote the real and imaginary parts, re-
spectively. The function ®(w) can be written in terms of a
holomorphic function F(w) as

®(w) = (1 — ) F (@), i(1 +*)F(0), 20F (@), @)

where F(w) is called Weierstrass function. The Gauss map
using this WE representation is given by the normal vector
field N(w) = (2Rew, 2Imw, |w]> — 1)/(1 + |o|?). Addition-
ally, by taking the real and imaginary parts of @ = u + iv € C,
respectively, it can be defined as a local patch with local
coordinates {u, v}.

Given a specific Weierstrass function F(w), one can deter-
mine the parametrization X(w), which allows us to determine
the whole extrinsic and intrinsic geometry of X. For instance,
the main feature of a minimal surface is the vanishing mean
curvature, H = 0. Furthermore, the intrinsic geometry of a
minimal surface is described in terms of the metric ten-
sor, introduced here, through the square of the line element
ds* = gapd§°dé b where the metric tensor components, gup,
are calculated using the equation g,, = 9,X - 9,X, with in-
dices a, b = u, v. Using the above parametrization of WE
representation, it can be shown that ds*> = A%(w)|dw|?, where
|dw|* = du* + dv?, and the conformal factor, A2(w), is given
by A%(w) = | F(w)|*(1 + |w|*)*. Thus, WE representation al-
ready gives local isothermal coordinates that always exist in
a two-dimensional manifold [59]. In addition, the Gaussian
curvature is given by K = —4/|F(w)|*(1 + |w|?*)* for points
w € Q', where the set of regular points is given by Q' =
{w € Q: F(w) # 0}. In the following, we focus on a subfam-
ily of minimal surfaces known as Bour’s minimal surfaces
[55,56] defined through the Weierstrass function F(w) =
c@"~2, where ¢ € C and n € R. In this subfamily belong the
catenoid with n = 0 and ¢ = Ry/2, Ry being the radius of the
neck; the helicoid with » = 0 and ¢ = i, @ being the pitch
of the helicoid, and the Enneper surface with n =2, ¢ = 1.
Also, it is known that n and —n represent the same Bour
surface; thus, it is enough to consider the cases n > 0 [55].
Notice that in the case of the Bour’s surfaces, the conformal
factor depends just on the norm |w| = +/u? + v2, thus it is
convenient to use polar coordinates, (7, #), defined as usual,
r = |w| and 6 = arctan(v/u). The conformal factor is just
given by

A(r) = el 21+ 1), ®)

Classical
Enneper

B1-Bour

Catenoid,
Helicoid

FIG. 1. Negative of Gaussian curvature [Eq. (6)] vs radial coor-
dinate r for the cases n = 0, 1, 2. The figure also shows examples
of minimal Bour surfaces from top to bottom: classical Enneper, B, -
Bour, catenoid, and helicoid surfaces, respectively. All the surfaces
inset have a finite value of curvature.

where we recall ¢ € C and n > 0 are parameters that give a
specific Bour’s surface. Now, the Gaussian curvature of these
surfaces is given by

4
|C|2,2(n72)(1 + ,,2)4‘

By inspection, one can see that the Gaussian curvature is finite
for r € R for the cases n = 0, 1, 2 [see Fig. 1], while forn > 2
all the B,-Bour surfaces have a singular curvature at r = 0.
In addition, since Gaussian curvature has units of the inverse
square of the length |c|, it gives a natural length unit for a
Bour surface. Note that the catenoid and helicoid have the
same Gaussian curvature since these surfaces are isometric. In
addition, denoting dA = ,/gdrdf the area element, let us note
that the total curvature of each Bour surface X has the same
value, that is, fz dA K = —4m; however, this does not mean
that they have the same topology, for instance, the Enneper
surface is simply connected but catenoid is not [60].

K(r)= (6)

II1. DIRAC FIELD ON THE CURVED
SPACE-TIMEM =R x X

This section introduces the Dirac model on a space-time
geometry with the global structure M = R x X, where X is a
minimal surface. Later, ¥ is specified as a specific member of
the Bour minimal surface family.

A. Dirac model with an artificial SU(2) gauge field
on the material curved space-time

The starting point is the Dirac equation iy“V,y = 0, de-
fined on a 2 4 1 space-time I, where Z"‘(x) = yAef{(x) for
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x € M, where ¢} are the vielbeins introduced in the previous
section and y* being the Dirac matrices that satisfy the Clif-
ford algebra

(yh v =211, (7

where ¥4 have range 2 and 1 is the unit diagonal matrix. A
suitable representation of the Dirac matrices in 2 + 1 space-
time dimension that satisfy the Clifford algebra Eq. (7) is
given by the matrices y° = —io3, y'y? = o and y2y° = 0,
where o, are the standard Pauli matrices, withi = 1, 2, 3. In
addition, V, is the covariant derivative for the spinor repre-
sentation of the Lorentz group SO(2, 1) acting on the Dirac
spinors as Vo1, where Vo = 3 + Qo Qo = §025[ya, v5]
being the spin connection, and w4? are the components of the
Maurer-Cartan one-form connection defined in the previous
section.

To introduce the Dirac model on the curved material, let us
remark that on the curved sheet of graphene, two Dirac fields
are presented, W4 and W, in a SU(2) color doublet

v
X = (\I,I ) ®)

to consider valley degrees of freedom. Dirac spinors W4 and
W, contribute equally whenever the valley symmetry has not
been broken. Thus, strictly speaking, the propagation of the
electronic degrees of freedom is given by

ir*“v,x =0, ©))

where the Dirac matrices now are I'* = y* ® 1, and the
spinorial covariant derivative V, = 1 ® 19, + 2, ® 1 [61].
Furthermore, for the nanostructured material to preserve the
topology of a minimal surface, it is necessary to insert hep-
tagonal rings [14]; this is because this class of surfaces has
negative Gaussian curvature at each point. Although our work
does not contemplate an analysis at the lattice level, as does
the tight-binding model, it is known that such intrusions
are considered topological defects, which modify the energy
spectrum and the number of states [62].

At the level of the continuous model, the topological de-
fects manifest as non-Abelian magnetic fluxes that go out
transversally to the surface through the heptagonal incisions
[18,35,63,64]. Thus, we ask whether this non-Abelian gauge
field influences the Noether current used below for the trans-
mittance analysis. The Dirac field coupled with a non-Abelian
gauge field is considered to answer this question,

LV, — iby)x =0, (10)

where A, is the non-Abelian gauge field taking values in the
Lie algebra of SU(2), which strictly must be written as 1 ®
A, and x turns out to be a SU(2) color doublet that contains
the two-component of the Dirac spinor mentioned above. In
the continuum limit, we consider the approximation that the
field is zero in the neighborhood of a finite flux traversing a
section with effective area zero, thus the artificial non-Abelian
gauge field is considered as a pure gauge field [64]

Ay (x) = iU~ (0)3,U (x), (11)

where U (x) is a local element of the group SU(2). Note that
the strength tensor F,, =V, A, — VA, —i[A,, A)] is lo-
cally zero for the gauge field Eq. (11), but the flux is different

than zero to take into account the topological defects. Next, we
choose a coordinate chart and specific gauge field to approach
this problem.

B. Polar coordinates and the gauge fieldon M =R x X

The metric of the space-time R x X using polar coordi-
nates is written through the square of the line element as
follows:

ds* = —vpdt® + A*(r, 0)(dr* + r’d6?). (12)

The local indices, in this case, can be split as o =t¢,r, 6.
From the metric Eq. (12), one can easily read 00 = vpdt,
6! = Adr and 6% = Ard®, from where one can extract the
components of the vielbeins el’i [65]. Also, recall that once

6" have been chosen, the gauge associated with the Lorentz
invariance is fixed. Now, from the Maurer-Cartan Eq. (1) and
the torsionless condition, one can obtain d6° = 0, and

Y VI
do' + A—fel AH? =0, (13)
r

an o (AT)pay A .
do +W9 NG =0, (14)

where (X), = 9,X. Now, from Eq. (13) one can deduce a)(l) =

0 and w} = %@1 + X672 for some local function X, whereas

from Eq. (14) one can deduce that @} = 0 and 0} = £7:0% +
X0!. Now, we use the metric condition, w8 = —wB, thus
one can determine X and X, turning that the only nonzero

components of the connection one-form are

12 a_ Doy (AN
- =—-—w" = A2r9 2y 0-. (15)
These components expressed in local coordinates are given
by 0!? = —w?' = 13ylog A and 0} = —w}' = —£0,(Ar).
Consequently, the spin connection €2, is given simply by
Q =0,9Q, = £19,(log A)os, and Qp = —L +0,(Ar)os.

The above coordinates (r, ) are particularly useful for the
Dirac model since the conformal factor A for the Bour’s min-
imal surface family depends just on the coordinate . In this
case, due to the polar symmetry, the non-Abelian gauge field
must be of the form Ay = %rz, A = A, =0, as suggested
in Refs. [62,63], where 1, is the second Pauli matrix in the
space of the two Dirac points. This field can be written like
the preveic;us expression Eq. (11) using the group element
U=e"x",

Now we use all this information to write an explicit ex-
pression for the Dirac Eq. (10) in polar coordinates. Denoting
the 2 + 1 doublet Dirac spinor by x and now performing the
transformation x = r’%A’%CD, we can show that the Dirac
equation can be written as

7o, ® = —i—— 0,P + —1 (8 —i—T ) (16)
i i 010, o i D).
t 1 2 (7 2 2

Following the same strategy as Ref. [63], i.e., by passing to the
basis of eigenvectors of 1,, the above equation can be written
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as the two Dirac equations

) . g . 1 TON ~ ¢
i3, = —i—L (5,0, ® +-az<ag—z—)c1> . a7
A r 2

where 7 = =+ is the valley index and the eigenvalues of 7,.
As we can appreciate in Eq. (17), the topological defects are
taken into account by introducing an effective non-Abelian
gauge flux ¢ in two Dirac equations. Since, in the present
paper, we lack specific lattice geometry, one cannot infer a
value for the artificial flux ¢ as it is performed in previous
works [62,63]. However, according to Ref. [64], the value of
each individual flux is classified in two forms :t% and :i:%,
depending on the disposition of the defects in the lattice; if one
has N heptagons intrusions, the value of the effective fluxes
in each case correspond to = = +% and £ = +4. Since
the lattice geometry of Bour surfaces is presently unknown,
we will utilize these values as working examples for the time
being and defer the construction of particular lattices to future

research.

IV. GEOMETRY-INDUCED POTENTIAL
AND ASYMPTOTIC STATES ON THE BOUR’S
MINIMAL SURFACES FAMILY

This section determines the geometry-induced potential
and the Dirac asymptotic states on the Bour’s minimal surface.
These states are defined as the solutions of the Dirac equation
for r — oo.

A. Dirac fermions under effective potential

Our starting point is the Dirac equation on polar coordi-
nates deduced above Eq. (17), where the conformal factor
A(r) is given just by Eq. (5). Since the conformal factor
depends on just one of the coordinates, one can make a further
change of variables using the transformation

rn—l rn+l
xn(r>=/A<r)dr=|c|[n_l+n+1} ()

for n # 1, while for n = 1 the appropriate change of variable
is x1(r) = |c|(logr + %rz). One can verify that these trans-
formations are injective maps; thus, one can guarantee the
existence of their corresponding inverse functions r = r(x),
where x would be defined in an appropriate domain D,. Us-
ing this variable, each Dirac equation from Eq. (17) can be
simplified as

ihd, ®" = vpo P DT + vpoyV (X)Jy DT, (19)
\ivhere px = —iho, is a linear momentum operator and j(;’-( =
Lo + %h is a total angular momentum, being £y = —ifidy the

two-dimensional angular momentum operator and 7 5>/ a val-
ley pseudospin. Noticeably, the second term of this equation
can be interpreted as an effective potential; although this term
comes entirely from the intrinsic geometry of the surface,
this potential is geometry induced. The effective potential is
given by

1

VO = L OAGw)

(20)

[elV(x)
N

x/lc|

FIG. 2. Effective potential [Eq. (20)] vs coordinate x Eq. (18) for
the classical Enneper (n = 2), B;-Bour, n = 1, and catenoid (heli-
coid) (n = 0).

This potential generalizes the effective potential found in
Ref. [53] for the helicoid.

Let us note that for those cases with n > 2, such as the clas-
sical Enneper surface, the domain of the variable x is R™ [see
Eq. (18)]. Thus, it is useful to define an extension to the whole
reals defining U (x) = V(x) for x > 0 and U (x) = V(—x) for
x < 0 as an extension for x € R. This construction makes the
potential symmetric, and the Dirac equation for this exten-
sion turns out to be 10, ®* = vpo P, P + UF(TZU()C)j(;,-[q)I,
which reduces to Eq. (19) for x > 0.

Now, we deduce the main characteristics of the effective
potential V(x). Using the conformal factor Eq. (5) and the
change of variable x(r), it can be shown that near x =~ 0 for
the catenoid (or helicoid) surface with n = 0, the potential is
V(x) & ¢, where c is a positive constant; for B{-Bour surface
n = 1, the potential is linear V (x) >~ mx + b, with a negative
slope m and a positive y-intercept b; and for any Bour surface
with n > 1, the effective potential behaves as V (x) = ¢/((n —
1)x) for some positive constant c. Therefore, the potential
V(x) is a scattering potential. Furthermore, we are interested
in the states far away from the center x = 0 to use them
as initial states propagating along the surface. Additionally,
one can verify that the effective potential, V (x), vanishes for
x — oo for all n > 0. Figure 2 plots the geometry-induced
potential for the first three cases n = 0, 1, 2.

a. Example By (catenoid/helicoid). Let us note that, for
example, in the case of the catenoid (or helicoid) » = 0 and
|c] = Ro/2, one has x = %(r — r~1), where the domain is the
whole R and recall Ry is the radius of the neck of the catenoid.
Using the expression for the conformal factor Eq. (5) and the
generalized effective potential Eq. (20), it is straightforward
to show that V(x) = 1/v/x* + R2, which satisfies the quali-
tative characteristics deduced above. Note that this effective
potential is the same found in Ref. [53].
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b. Example (B:-Bour surface). Let us note that, for exam-
ple, in the case of B;-Bour surface n = 1 and choosing ¢ = 1,
one has x = logr + %rz, where the domain is the whole R.
One can express r in terms of x using the principal value of
the Lambert W function r> = W (e*). Using the expression
for the conformal factor Eq. (5) and the generalized effective
potential Eq. (20), it is straightforward to show that V (x) =
1/(1 + W (e*)), which satisfies the qualitative characteristics
deduced above.

c. Example B, (Enneper surface). Now, for the Enneper
classical surface n = 2 using ¢ = 1, one has

3

x=r+ 3 21
Let us note that contrary to the previous examples, in this
case, the domain of this variable x € R*. Using the expression
for the conformal factor Eq. (5) and the generalized effective
potential Eq. (20) is V (x) = 1/(r(x) + r3(x)), thus one needs
to find the positive root of a third-order polynomial Eq. (21).
The effective potential in terms of x is given explicitly by

1

Vix) = > i 1
3x +25(R1(x) — Ri(x))

; (22)

where Ry(x) = +/9x2 + 4 & 3x. Note that series expansion
of RY*(x) around x~0 is RY*(x) ~ 23 £2-3x. Thus,
the effective potential near x = 0 behaves similarly to a
Coulombic-type potential, V (x) ~ )16, while it is clear that
for large values of x, that is for x — oo the potential V (x)
vanishes as was shown qualitatively above.

B. Qualitative analysis of quantum states

An alternative way to qualitatively understand the na-
ture of the states consists of decoupling Eq. (19) into two
Schrodinger-type equations as was done for the helicoid case
in Ref. [53]. Indeed, by squaring the operators on each side of
Eq. (19), it is not so difficult to obtain

B2 = vp (P2 + [VA) + o3hip V' (1)@, (23)

where we are ignoring the notation = for the sake of simplicity
and V'(x) = %V(x).

Now, writing the stationary states in the form & =
e HmOU (x), it is straightforward to obtain the time-
independent Schrodinger-type equation

d? m
[—@ - vefg“(x>]va<x) = eUy(x) (24)
for each spinorial component U, (x) with « = =+ for the upper
and lower spinorial components, respectively, where

VI (x) = m2V2(x) + am V' (x), (25)

with m, = m + 7% and € = (E/(fivp))*. Let us first note that
this potential vanishes for those cases when m, = 0; this
happens when quantum number m turns out to be m = %
or m = —5=; this case describes the propagation of a Dirac
wave in one valley without obstacles, while the Dirac wave in
the other valley encounters some resistance.

The potential Eq. (25) is the same obtained in the study

of a helical nanoribbon performed in Ref. [53] when we

14
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FIG. 3. Effective potential [Eq. (25)] vs coordinate x. Top for the
catenoid (helicoid) (n = 0), middle for the B;-Bour surface, n = 1,
and down for the classical Enneper (n = 2). Each effective potential
is plotted for each case m € {—1,0, 1}, « = £ with an effective
gauge flux 2 = 8/3.

substitute V(x) in the case of the catenoid (example By,
above) and take zero topological flux ¢ = 0; this means that
similar conclusions obtained in Ref. [53] are obtained in
the case of the catenoid, at least near the catenoid neck. In
Fig. 3, we present the behavior of Viz®(x) for the catenoid,
Bi-Bour, and Enneper surface for the working example
of a flux % = {v_z = 8/3. For the catenoid surface and
B;-Bour, the potential for each m is similar to a potential
barrier. In contrast, in the case of Enneper, the potential is
a potential barrier except for the cases m = 1, where there
is a region where bound states could exist. However, note
that this region is required for ¢ < 0, which means that E
is imaginary, so we associate these states with quasibound
states. Remark that the structure of the effective potential
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V% (x) does not change qualitatively from other values of
the flux ¢.

C. Asymptotic Dirac states on the Bour’s minimal surfaces

The previous analysis allows us to justify that for the
asymptotic states, the second term of Eq. (19) can be ne-
glected. Thus, the equation reduces to a 1 + 1-Dirac equation
i0,P" = vpo p,DT. For the solutions of this equation, we pro-
pose the spinor solution as ®° (x, 6, t) = ¢**~% £(0)v, where
the function f(@) is an arbitrary nonzero periodic function
in the azimuthal angle 6, and v is a vector that acquires
the pseudospin character of the spinor. These solutions are
independent of the valley index 7. By imposing the one-
dimensional Dirac equation, the dispersion relation turns out
to be E = +hvp|k|, and v satisfies the equation hv = :I:%v,
where = refers to a positive and energy Dirac states, where

~ 1 k

h= 501 ] (26)
is the one-dimensional analog of the helicity operator. For
positive energy value, the pseudospin states are given by v,
(v, ) for positive (negative) helicity k > 0 (k < 0), whereas for
negative energy values the pseudospin states are interchanged
themselves, vy — v, where the normalized states {vs, v}
are given by

1 1
vy = E(D and v, = ﬁ(‘ll) 27

For positive energy values, one has the following two
independent solutions: ®_ . (x,6,1) = ek f(@®)vy and
&, (x,0,1)= eik"_"%f(e)vi for positive and negative he-
licity, K > 0 and k < 0, respectively. Similarly, for negative
values of energy, one has ®_ | (x,6,t) = eik”+i%f(0)v¢ and
O _(x,0,1)= eik"““i%f(@)vT for positive and negative he-
licity, £k > 0 and k < 0, respectively. These four states can
be cast together as follows: <I>fw (x,0,1) =D, - (x, Q)e"'/’“%,
being

®,.,(x,0) =" fO)w,,, (28)

where we have introduced a mnemonic rule for u-o as
+-+=t--4+=J,+-—=}and —- — =1, where u =
sgn(E). Finally, let us recall that the transformation performed
above, W = ®/+/rA, thus the asymptotic Dirac state far away
from the scattered center is given by

T io |klx—ip B
WL (x,0,1) = V(@) T £(0)v,,, (29)
which vanishes for x — oo. In addition, as a conse-
quence of the periodicity of the function f(6) = f(0 + 2m),
one can write the following series representation: f(6) =

ZmeZ fmeimH.

V. SCATTERING ANALOG ON THE BOUR’S SURFACES

A. Outscattering states by Lippmann-Schwinger equation

In this section, we introduce the LS equation [66,67] to
study how the states propagate along the surface considered.
In particular, we are interested in describing the manner in

which the initial states, found above, are scattered due to the
effective potential V (x). Let us consider the Hamiltonian H =
Hy + V split between a free Hamiltonian Hy and a perturbed
potential V. Now, the LS equation is given by

——i—fm@, (30)
E — Hy+ie

where |®y,) is the initial state and |®) is the out scattering
state. Note that, in general, we are considering that Ay and V
are differential matrix operators acting on spinors. Thus, the
states {|®P)} acquire spinorial components.

The Born approximation is obtained by substituting |®;,)
instead of |®) in the second term of the LS Eq. (30). To
go further to higher-order approximation, it is standard to
introduce the transition operator 7 defined using the equation
T|®;,) = V|®). In fact, multiplying the LS equation by V,
one arrives at the well-known self-consistent recursive opera-
tor equation for the transition operator 7':

1 .
E — Hy +ie

|P) = [Pin) +

T=v+V @31
A series solution for 7' can be gotten using this equation
through a usual iterative procedure
1 .
A—V
E — Hy +ie
. 1 . 1
1% = Vv =
E —Hy+ie E—Hy+ie
where the first approximation 7' ~ V corresponds to the so-
called Born approximation.

To determine the out scattering states, one can follow two
common procedures that are to project {|®P)} along space
states {|x)} or momentum states {|p)}. For the projection
along the space states, one obtains the spinorial wave func-
tion W(x) = (x|®), where x = (x1, x,) are certain coordinates
associated with a local patch on the surface. Thus, using the
transition operator, the LS equation can be rewritten as

T=V+V

Vi, (32)

B(x) = Dy (x) + / X G X)X T|Pw),  (33)
D

where the Green’s function satisfies the Green’s equation de-
fined by

(E = Hy)G(x, X') = 18(x — X). (34)

Now, when we project the outscattering states along the mo-
mentum states, one obtains the spinorial wave function in the
momentum space, which we have abusedly written with the
same notation ®(p) = (p|®P). Assuming that Hpis an operator
that depends exclusively on the momentum operator, thus the
LS equation can be written as

1 N
D (p) = Pin(p) + m(lﬂﬂcbin)v (35)

where Hy(p) is the matrix free Hamiltonian evaluated at the
momentum value p.

B. Out scattering states on the Bour surfaces

In this section, we study the electronic states on the Bour
surfaces starting from Eq. (19). Noticeably, the second term
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of this equation can be thought of as a barrier potential.
This potential energy is crucial in the behavior of the Dirac
particle states on the Bour surface. Now, to implement the LS
Eq. (30) we identify the free Hamiltonian Hy = vro Py and
the perturbed Hamiltonian by V = vrorU (x)fgﬁf, where we
recall U (x) as the symmetrized form of the effective potential
V (x). In the following, we carry out the Born and higher-order
Born approximations to determine the outscattering states on
the curved surface.

1. Born approximation

Now, to determine the outscattering states W(x), we con-
sider the initial states ®j, ,(x) far away from the scattering
center, which in our case correspond to x 2~ 0. In particular,
the states that are considered here are ®;,(x) = @, ,(x,0)
found in the last section [see states given by Eq. (28)].
Since the free Hamiltonian ﬁo is independent of 6, thus the
Green’s function acquires the expression G(x, x'; E) = G(x —
xX';E)8(0 —0"), where x = (x, 8). Now, the LS equation, in
this case, can be written as

D7 (x,0) = Dyy(x,0)

o0
+ vp / dx' G(x — x'; EYU (X )opJp . DT (X', 0),

o0

(36)

where G(x — x';E) is the Green’s function for the one-
dimensional operator E — vpop,, that is, a function that
satisfies (E — vpo1py)G(x —x'; E) = 8(x — x')1. Following
the standard procedure (see Appendix A), it is not difficult
to show that

\llxxl

[sgn(E) + sgn(x — x)oyJe'r ",
(37)

G(x —x;E) =
=X E) =

where we recall that E = £hvg|k|. In the following, as a
consequence of the polar geometry of the surface, the states
®%(x, 0) are periodic in the angular variable 6. Thus, it can be
written in the next expansion ®7(x,0) =", _, D, (x)e™.
Now, using the orthonormal relation of the basis {¢"’} one
has the following integral equation for ®#)(x), that is:

¢;1(M)(x) — eiﬂ\klemvﬂﬂ
oo
+ hvpm, / dx'G(x — x'; E)U (X' )or @79 ('),
—0o0

(38)

where we have introduced the labeled w to distinguish the
positive and energy outscattering states; also recall that u =
sgn(E). At the Born approximation, it is enough to make the
substitution ®Y9(x) by €’P* f,,v,,., in the second term of the
last equation, where we have defined the magnitude of the mo-
mentum |k| = p. Let us choose an initial wave with o = —,
that is, a left wave with k < 0 going to the scattering center.
Noticeably, after a straightforward calculation, the states are
given by

ST (x) > frle v, +m, U2p)e™v,],  (39)

where we have found that negative energy states with pseu-
dospin up 1 propagating along the scattering center reflecting
into a pseudospin down |. The amplitude of the reflection
is given by m, U(2p), where U is the Fourier transform of
the effective potential U (x). To have a better understanding
of this scattering phenomenon, we proceed to carry out a
higher-order Born approximation in the following section.

2. Higher-order Born approximation

For the higher-order Born approximation, we found the
momentum representation useful for the states. The starting
point is the equation for the outscattering states Eq. (35),
where the term (p|7T'|®j,) is determined approximately by
using the series approximation of the recursive equation for
the transition operator Eq. (32), that is,

(PIT|Pin) = (PIV|®in) + (PIVEV [ Pin) +
+(PIVGV - VGV @) +---,  (40)
where we have defined the resolvent operator G := 1/(E —

Hy + i€). Now, for each term of G of the last expansion, one
introduces two completeness relations in momentum space

1=, la)(ql, where Yy = 3= 3, [ $% and |q) := |g, m).
These completeness relations are introduced before and after

the operator G. Thus, one has the first term 7, ( p) = (p|\7 | Din)
and the (n + 1)th term, with n > 1, has the following struc-
ture:

> eIVie")q"1Glq®)

q(l) q(Zn)
x Q-
x (qP|V | ®ip). (41)

Tup1(p) =

|q(2n 1)>< (2n—1)|G|q(211)>

Now, one can rpduce ha]f of the integrals since for
each term (q”|G|q") = G(g/)3q, q,» where G(q/) = 1/(E —
Hy(q) + i€). Thus, (n 4+ 1) — th can be simplified as follows:

n—1
> <pr|q<')>(H@<q4)<q“>|mq“+”>)

q,- g =1

x G(q")(q" V| ®in), (42)

Tor1(p) =

where the state |q°) = |¢°, m®) for £ =1,2, ..., n. To sim-
plify the last expression, it is necessary to find the following
two generic expressions: (a) (pIVIq) and (b) (p|V|Pin).
The momentum states are expressed by |p) = |p, m) and,
similarly, |q) = |g, m'). Thus, for the terms, type (a) can
be written as (p|V|q) = (27)fivporme S (plU (¥)|q),
where we have acted the total angular momentum operator
fg,r|m) = hm,|m) and introduced the orthogonal relation
(m|m'y = 278,,y. Now, we introduce the completeness
relation 1 = [ dx|x)(x| and we use (x|p) = €', thus one has

PIV1q) = 2m)hvroam8umU(p — q); (43)

U(q) := [ dxe U (x) being the Fourier transform of the
potential. Now, for the type-(b) terms, one introduces a
completeness relation in the momentum space such that
(pIVI®i) = X (PIVIqQ)(q|Pin). Now, it is necessary
to calculate the term Wi, (q) = (q|P;,), which is the
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Fourier transform of the initial wave el SV, that
is, Win(q) = 26(q — o |k|) fmv,.c, thus one has

(PIV®in) = iFO20,06 frumeU (p — o |K]). (44)

Notice that the right-hand side of the last equation corresponds
to the first term in the series Eq. (40), that is,

71(p) = hvp fru(ipm)U (p + |k|)v,, (45)

where we have put ¢ = —1 since we have an initial left wave,
and where we have used the identity oov_, = inv,. Now,
we introduce the terms types (a) Eq. (43) and (b) Eq. (44)
in the (n + 1th) term 7,4+1(p) (42). Now, again one has to
put o = —1, and following the straightforward calculation
developed in Appendix B, one is able to find

Tusr = hvp fuGiume 'm0 (p — kDT IED|T IkD|" v_y
(46)

for odd n, whereas
Tus1 = hvp (im0 (p + kDT QIKD[ v, (47)

for even n, where | - | is the complex norm. In this manner, the
series (40) is (p|T|®y) = Y 2o Tat1(p). This expectation
value must be introduced in the LS Eq. (35). Afterward, one
needs to compute the Fourier transform to find an expression
of the Dirac wave

1) = e M frvy + D Crpr (), (48)
n=0

where one has still to compute the inverse Fourier transform
Crri(x)= [ %eil’x(ﬁ(p)rnﬂ(p). See Appendix B for detailed
integral calculations. Thus, the result for C,; (x) is the
following, for odd integers n = 2j + 1:

j 7 j+1 —ilk|x
Cojia®) = (=1 (m2 T QIR frre™™ vy, (49)
while for even integers n = 2j,
Coja1 () = (=1 "m0 QUKD [T QIKDIPY frne" v,
(50)
for j e NU{0}. Now, after inserting these expressions in
Eq. (48), it is noticeable that each of the factors appearing
in front of the ongoing (e~"*I) and incoming (¢*¥) terms
can be cast as a geometric series that can be summed
up as ) 2g(=Dfa‘(me, k) = 1/(1 +a(mg, k))  while
a(m., k) <1, where a(m., k)= m%|U(2|k|)|2. Thus, the
final expression for the Dirac wave is
DT (x) = fu[F(my, ke M v_, + Gmy, k)e™v,],
(5D
where the coefficients F(m., k) and G(m., k) are given by
1
14+m2|0QlkD
Gmy, k) = m U Q2Ik)F (e, k). (33)

F(my, k) = (52)

The Born approximation Eq. (39) is recovered when
F(my, k)~ 1. This is expected to be achieved for large
values of momenta |k|.

Since one can prepare an initial Dirac wave with values of
m and k such that a(m, k) > 1, here we consider an analyti-
cal continuation of the geometric series to take into account
values of m and k under the last condition. This analytical
continuation means that the factors F (m, k) and G(m, k) have
the same function for values of (m, k) in a region where
a(m, k) > 1.

VI. TRANSMISSION OF THE DIRAC WAVES THROUGH
THE GEOMETRY OF A BOUR SURFACE

In this section, using the LS formalism developed above,
we carry out a transmission analysis of the Dirac waves on
the geometry of Bour surfaces, considering the propagation,
taking into account each valley.

A. Noether current /* on the curved nanostructured material

We introduce the Noether current J# of the Dirac Eq. (10)
as the probability current density. This quantity is introduced
to study how the initial Dirac wave is propagated along the
surface. In particular, we can determine the transmission and
reflection coefficients using the current J#. This conserved
quantity is given by [57]

JH =X %, (54)

even in the presence of a gauge field A,, where X = X0

Considering both Dirac fields, the Noether current is
given by [57]

JE= Wy, (55)
=%

where U = w0 Also, we recall that y* are given in
terms of the vielbeins and the Dirac matrices y* introduced
above in Sec. IIT A. Also, recall that W (x) = r~1/2A~1/207,
where A is the conformal factor introduced above. The zero
component of the current, JO(x), allows us to determine the
probability density function, whereas the spatial components
of the current allow us to determine how the Dirac wave
propagates through the space geometry, that is, using the
spatial components one can define the reflection coefficient as

Jéon,
R=|%2 (56)
Jincnb
and the transmission coefficient by its complement

T =1 —"R, where n is a tangent vector on the surface that is
normal to a curve y embedded on the surface. In particular,
for the Bour surface, we choose y to be an r-constant curve;
thus n is a tangent vector along the 6 direction. See Fig. 4
to see level curves with the r constant and 6 constant on the
catenoid, By, and Enneper surfaces.

In the following, we focus on determining the general
expressions for the probability density J°, transmission co-
efficient 7, reflection coefficient R, and conductance G for
the Bour surfaces, where particular emphasis is made on the
catenoid/helicoid, B;-Bour, and classical Enneper surface.
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FIG. 4. Catenoid, B,-Bour, and classical Enneper minimal sur-
face, from the top to the bottom, drawn with the parametrizations
(D1), (D4), and (D3). Each of the surfaces includes examples of level
curves with r and 6 constant.

B. Probability density function J°

Before presenting the result for the probability density
function, let us obtain normalization factors N, for the free
wave Eq. (29), and NV for the scattered wave Eq. (51). For
this purpose, consider a large portion of the area of the sur-
face, and let us impose the condition fD dAJ® = 1, where
dA = rA(r)drd6 is the area element in the surface. This
condition guarantees that a Dirac fermion is surely, at some
point, (r,0) € D = [0, L] x [0, 2], from the domain D.

Now, the zero component of the Noether current
is the probability density function given for our par-
ticular space-time geometry [see Eq. (12)] by JO(r) =
LN LW WWT) Thys, for the free initial wave one has

vF
2 2
the density JO(r) = _2/:21};{”

easily obtained as Ny = (vp/ (27tL))% / ﬁ| fm|, while for the
scattered wave JO(r) = Nolful > iy F(mq, k) the normal-

UFVA
ization factor is given by N' = Ny/v Y _, F(m,, k). Now,
the probability density function is given for both waves the
probability density by the expression

1
2nLrA(r)’

which means that it is most probable to find Dirac particles
near the scattering center on the Bour surface. It is noteworthy
to mention that the scattering point (x ~ 0) corresponds to
the point where the curvature attains its maximum value [see
Fig. D].

, thus the normalization factor is

Jo(r,0) = (57)

C. Transmittance and conductance on the Bour geometries

Now we want to determine the reflection and the transmis-
sion coefficients. We choose y as the r-constant curve on a
Bour surface; thus, the normal vector to y is tangent to a 6-
constant curve. Notice that J* = — 5153 &L/ Mo P10
after using y? = y?e{, where the vielbein in this case is
e? = 1/A. Now, recalling that oyv, = uv, and vlvﬂ =1,
we compute the incidence current J¢  using the initial wave
Noefilklemv_p"

0 Ur b

A L — 58
e = (rL)r2A2 (58)

and  compute Jr"ef using  the

N G (m, k)efy,,, getting

reflection  wave

Jl o= UF 4 Zf:i |G (m, k)|2
T QAL A2 Y Flng, k)

where recall that m;, = m + Lj‘f, ¢ being the non-Abelian flux,
and G(mq, k) and F(m., k) are given by Egs. (53) and (52).
Now, using the reflection coefficient definition Eq. (56), it is
not difficult to get

R _ 190 P +1G0n_, B
 F(my, k) + F(m_, k)

Both coefficients R and 7 can be expressed in terms of the
Fourier transform U (p) = ffooo dxe™P*U (x), thus it is conve-
nient to make further simplifications. Since the potential is
proportional to 1/|c|, it is convenient to perform the following

(39)
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change of variable ¥ = x/|c|, thus let us define the function

oo
UE) = / dxe” " |c|U(|c|%). (60)
—0o0

Now, instead of using the wave number k, we use the energy
dispersion relation E = Fhvg|k|. Also, notice that the Bour
material introduces a natural scale of energy given by Ey =
hivp /|c| in terms of the characteristic length, |c|, associated to
each Bour surface. Therefore, the reflection and transmission
coefficients in terms of the energy E are given for any Bour
surface within the present approximation as

R(E)=1-T(E), 61)

14+m? |0 QE)|*
14+m2 |0 QE)|*

24 (m? +m%)|U2E,)

14+m2 |0 2E,)|
14+m2 |0 2E,)|
>

T(E) = (62)

where E, = |E|/Ey is a dimensionless parameter. The con-
ductance can be computed using the simple expression
G(E) = ;—;T(E ). Notice that each Bour material with typical
characteristic length |c| introduces a natural scale of energy
Ey = hvgp/|c|; for surfaces with |c| ~ 1 nm the characteris-
tic scale energy is Ey ~ 8.27eV. Note that for big values
of energy, that is, |E| > Ey, the above result Eqgs. (61) and
(62) reduces to the Born approximation since in this param-
eter region one has R(E) =~ #W(ZE*N2 and T(E) ~

1 — "™ (2E, ) 2, which is the Born approximation result.
In addition, in the case |m| > ¢/2x (|m| < ¢/2m), the reflec-
tion and transmission are given by
m*{UQEI?
1+ m?|{UQE,)|*’
1
L+ mUQE)*

R(E) =~ (63)

TE)~ (64)
where m = max(|m|, % ). In the case m = |m|, the topological
defects do not affect the reflection and transmission behavior.
In the opposite case, m = ¢/2m, topological defects dominate
the reflection and transmission coefficients; in particular, they
scatter out the Dirac particles such that for a large N number
of defects 7 o« N=2 and R oc 1 + O(N~"), while energy E,
such that U(2E,) # 0.

Now, we still need to compute the Fourier transform of
the effective potential. Conspicuously, for any Bour surface,
it is useful to go back to the original radial coordinate instead
of x since dx = A(r)dr and the effective potential V (r) =
1/(rA(r)), thus the Fourier transform is

UeE) = /O h d—rrexp [—isx”(’)}, (65)

lc|

where for each Bour surface labeled with n, x,,(7) is the change
of variable introduced above [see, for instance, Eq. (18) for

n# 1].

1. Transmission on the catenoid [helicoid

In this case, one has xy(r) = |c|(r — r~'). Here, it is con-
venient to make the change of variable y = logr € R, thus
the argument of the exponential in Eq. (65) turns out to be
the odd function sinh(y), meaning that the Fourier transform

1.5 2.0

FIG. 5. Family of transmission and reflection coefficients
[Egqs. (61) and (62)] versus reduced energy E,=FE/Ey
using the Fourier transform Eq. (66) corresponding to the
catenoidal /helicoidal geometry. The set of curves was obtained for
cases withm =1, - - - | 10, and for the effective gauge flux % = %
The orange and green curves are guides for the eyes to identify the

m = 10 case.

is simplified to U(§) = ffooo dy cos[2£ sinh(y)]. This integral
can be expressed in terms of a modified Bessel function [68]:

U(E) = 2Ko(28). (66)

Figure 5 shows the reflection and transmission coefficient
for a propagation wave through the catenoid, where we have
used Eq. (66). In addition, one can see that the value of
E. = E,, where the transmission and reflection have the same
value, is translated to the right as long as the value of m
increases. The interception value of energy is Ex, where the
transcendental equation is satisfied, 7 (Ex) = %, as can appre-
ciate in Fig. 5.

2. Transmission on B{-Bour

In this case, one has x;(r) = |c|(logr + %rz). Let us sub-
stitute £ — z, where z is a complex value with Rez < 0.
Additionally, it is convenient to make the change of variable
y= r? € R*, thus the integral Eq. (65) turns out to be U (§) =

o 2y=3¢75¥, which can be related to a gamma function
[68] as
7\ Z
U = tim 2(3)'r(-3). 67
&) lim 2(3 > (67)

Since we need the complex norm of U/ (&), we use the iden-
tity |T'(iy)|?> = /(v sinh(rry)) for y € R [68], and it remains
to compute the complex norm of the factor in Eq. (67);
by straightforward elementary calculation one has (%)% =

£ log £ &
€'319¢5 677 Therefore,

UEr = 2 (68)
ERCEE )

Figure 6 shows the reflection and transmission coefficient
for a propagation wave through the B;-Bour surface, where
we have used Eq. (68). The structure of these curves is very
similar to the previous case. The principal difference corre-
sponds to that the total transmission occurs to a bigger value
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0.0 05 10 L5 2.0
EJE,

FIG. 6. Family of transmission and reflection coefficients
[Egs. (61) and (62)] versus reduced energy E, = E/E, using the
Fourier transform Eq. (67) corresponding to the B, geometry. The
set of curves was obtained for cases with m =1, --- , 10, and for
the non-Abelian flux % = % The orange and green curves guide the
eyes to identify the m = 10 case.

of E,. In addition, how the curves are moving to the left is
given according to the transcendental equation T (Eyx) = 1/2.

3. Transmission on the classical Enneper surface
and n > 2 Bour surfaces

n—1 il

In this case, one has x,(r) = |c|(;= + '77) with n > 2,
thus the Fourier transform reduces to the integral

Uy _, o Jr rnfl rn+1 6
o[ (oS0 I

This integral is strictly divergent due to the singularity at r =
0. The integral is regularized, introducing an inferior cutoff
such that r > .

Classical Enneper case. To isolate the singular part, let
us consider the next approximation. First, let us focus on
the classical Enneper surface n =2. One can argue that
the most important contribution to the integral is near r =
€, where the cubic term of the cosine argument may be
neglected since r3 ~ €3; moreover, for large r value, the con-
tributions to the integral decay to zero as r~!. Using this
rationale, let us ignore the cubic term inside the argument of
the cosine function; thus, the integral reduces to the cosine
integral

UE) =2 /OO ? cos (&§r) := —2Ci(e§), (70)

where Ci(x) is the cosine integral that has the series ex-
pansion Ci(x) = y + logx + Z;’;l(—l)”xz"/(ZnQn)!) [68].
Thus, one has

UE) == =2(y +log (§)) +2log (1/€) + O(*),  (T1)

where y is the Euler-Mascheroni constant. Therefore, the
singular part is given by 2log(1/€). Now, we performed a
numerical evaluation of Eq. (69), subtracting the singular
part and comparing it with the previous result Eq. (71) [see
Fig. 7)]. The main error is close to k ~ 0, while for the rest of
the values, the error is around 1%.

FIG. 7. Fourier transform Eq. (69) versus argument & for the
classical Enneper geometry with n = 2 (blue color curve). It also
shows a comparison between the numerical calculation of Eq. (69),
and analytical approximation Eq. (71), corresponding to blue and
orange curves, respectively.

Figure 8 shows the reflection and transmission coefficient
for a propagation wave through the classical Enneper surface,
where we have used numerical calculation of the Fourier
transform U/ (&). The main feature of the transmission curves
for the classical Enneper surface is the transmission value
T(Ex) =1 at energy Ex showing the Klein tunneling phe-
nomena in this case [69]. The Klein value Ex corresponds
to the value where the Fourier transform /(&) vanishes [see
Fig. 7)]. Using the approximation Eq. (71), one can estimate
the value of Ex >~ %e‘y ~ 0.28E,, with an error of 5% re-
spect to the numerical calculation. However, in contrast to the
previous cases, catenoid and B;-Bour surfaces, in the present
case, show a strong suppression of the transmission for values
above the Klein value Ek, giving rise to a total reflection effect

"0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
EJE,

FIG. 8. Family of transmission and reflection coefficients
[Egs. (61) and (62)] versus reduced energy E, = E/E, using the
numerical evaluation of the Fourier transform Eq. (72) corresponding
to the classical Enneper geometry with n = 2. The set of curves was
obtained for cases with m = 1, 2, 3, 4, and for the non-Abelian flux
z = % The purple and green curves guide the eyes to identify the
m =3 and m = 4 cases, respectively. For all transmission curves,
we identify the same single Klein point Ex >~ 0.23E,, where the
transmission is 1 and a clear trend of suppression after such a point.
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and thus vanishing conductance G(E) — O for E > Ek. In
addition, one can observe the Fig. 8 oscillations for the modes
m near the value of ¢ /27, whereas for values of m far from ¢
the behavior of reflection and transmission follow Egs. (63)
and (64), without changing the conclusion of the existence
of the Klein point. Indeed, for |m| > ¢/2m, there are two
interception values, and both values move towards the Klein
value as the m value increases. This effect can be explained
using the approximation Eq. (71) by making the condition
m?|UQ2E.(m)))* = 1, thus one obtains the values in terms of
m by the equation E,(m) ~ EKeiﬁ, showing the effect just
mentioned.

Bn-Bour cases for n > 2. In this case, one can follow the
same line of argument as in the Enneper case. For instance,
let us perform the change of variable y = g thus Fourier
transforms turn out as

2 *®dy 5
U@ = —/ —cos(§(y + any™)), (72)
n—1 € y

where o, = (n— 1)/ /(n+ 1) and B, = . Observe 1 <
B < 3, where equality corresponds to the classical Enneper
case. Since f, > 1, one can attempt to argue that this term
is not dominant near the singularity; thus, in this approxi-
mation, one has U(&§) ~ —2Ci(e&/(n — 1))/(n — 1), thus the
difference between the present case and the Enneper case is a
factor of 1/(n — 1). However, in this case, the error increases
more than 10%. Thus, we numerically compute the Fourier
transform Eq. (69) in this case.

Figure 9 shows the reflection and transmission coefficient
for a propagation wave through the B;-Bour and Bs-Bour sur-
faces. Like in the classical Enneper case, it can be appreciated
that for each B,-Bour surface, there is a single Klein point
Eg ., where the transmittance is one. The Klein point moves
to the right for greater values of n. After the Klein point Ex ,,
the transmission decreases slowly as n increases; however, it
is also wholly suppressed for large energy values.

According to Figs. 8 and 9 and Eq. (62), Klein tunneling
is achieved for all m cases, including m = 1, which we have
associated with quasibound states in the above discussion
in Sec. IV. Thus, our explanation for the Klein tunneling
on the B,-Bour surfaces with n > 2 has to do with the fact
that the scattered wave is decomposed into a combination of
orthogonal components of the pseudospins v_, and v, [see
Eq. (51)]for the reflected and transmitted waves in each valley,
respectively, and the fact that V (x) behaves as a Coulomb-type
potential which is entirely a consequence of the geometry.

VII. CONCLUDING REMARKS

In this paper, we study the electronic degrees of freedom
on a curved sheet of graphene based on the Dirac equation.
On this occasion, we propose the hypothetical existence of
a graphene sheet with the geometry of a Bour surface; ex-
amples of these surfaces are the catenoid, the helicoid, and
the classical Enneper surface, among other B,-Bour surfaces
that can be labeled using the n parameter. Bour surfaces be-
long to the large family of minimal surfaces that minimize
the area or solutions of the Willmore shape equation. It is
conspicuous that the geometry of the minimal surfaces was
proposed to model specific carbon structures in Ref. [14].

0.8
« 0:6
~
0.4
0.2 AN
0.
b0 0.5 1.0 15 2.0
E/E,

FIG. 9. Family of transmission and reflection coefficients
[Egs. (61) and (62)] versus reduced energy E, = E/E, using the
numerical evaluation of the Fourier transform Eq. (72) correspond-
ing to the B3-Bour surface with n = 3 (top) and B4-Bour surface
with n = 4 (bottom). The set of curves was obtained for cases with
m =1, 2,3,4 and for the non-Abelian flux % = % The green and
purple curves guide the eyes to identify the m = 3 and m = 4 cases,
respectively. For all sets of transmission curves, we identify the same
single Klein point Ex ~ 0.39E; (top) and Ex ~ 0.54E, (bottom),
where the transmission is 1, and a clear downward trend in transmis-
sion after that point. Moreover, the higher the value of #n, the slower
the downward trend.

Although there is still no artificial or natural realization of
these carbon allotropes in either laboratory or nature, there
are good expectations of their existence from numerical and
experimental investigations [12,15-17].

Now, for each n, the space-time M is built with the global
structure of M = R x B,, over which we define the Dirac field.
In particular, using an elementary change of parameters, it is
possible to rewrite the metric of M as ds*> = —vZdt? + dx* +
(1/V2(x))d6?, and the Dirac equation reads

ind,®" = vpo p® + vpV (X)ordy . DT, (73)

where vg is the Fermi velocity and o) and o, are the Pauli
matrices. In this equation, V (x) has been interpreted as an ef-
fective scattering potential coupled to a pseudospin orbit term
of the form O'gjgyr, where o, the direction of the pseudospin
and fg,, = @g + t%h is a total angular momentum in two
dimensions, ¢ being the non-Abelian gauge flux due to the
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topological defects, and t the valley index. For each Bour
surface, it was found that V(x) decays to zero as x — oo,
while V (x) works as a potential barrier near x = 0. It can be
shown that for n > 2, V(x) approach a repulsive Coulombic-
type potential.

The asymptotic behavior of the states in x — oo is de-
termined with Eq. (73), which effectively corresponds to
solutions of a Dirac equation in a space-time 1 4 1. These
states in terms of x are characterized as plane waves with a
pseudospin up 1 (or down |) depending on the positive or
negative value of the energy. Furthermore, through the LS
formalism, we studied the outscattering states, giving rise to
an outscattering state divided into a transmitted and a reflected
wave. This is done through the Born and the high-order Born
approximation, which can be summed up. In particular, it is
observed that the reflected wave transmutes the pseudospin
direction, which we coined the spin-orbit interaction.

In addition, through the Noether current J#, the probability
density, JO, is determined, which allows us to argue that it is
more probable to find Dirac fermions near the scattering point,
in fact, within this approximation we found that the proba-
bility density is proportional to V (x). Now, using the spatial
components of J#, the incident and scattered currents are
determined to find expressions for the reflectance R(E) and
the transmittance T (E), respectively. As expected [70], R(E)
and 7 (E) depend on the number of topological defects, N. It
is found that for the Bour surfaces By, catenoid (or helicoid),
and B;-Bour, there is usual behavior for the transmittance
and reflectance, giving rise to the effect of total transmittance
for large values of energy. Although the potential barrier in
the cases By and B evokes the usual situation where Klein’s
tunneling arises, the difference lies in the coupling with o,
that appears in Eq. (73), which we coin the absence of Klein’s
tunneling [69]. However, for Bour surfaces B, with n > 2,
including the classical Enneper surface, we show that there
is an energy point Ex for which the transmittance is equal
to 7 (Ex) = 1, giving rise to a manifestation of Klein’s tun-
neling. In contrast, for large values of energy E > Ek, the
transmittance decays to zero, suppressing the conductance
completely. Furthermore, it is found that the transmittance
T(E) o< N=2 for large numbers of topological defects on all

J

surfaces B,,, as long as the energy is different than the Klein
point, E # Ek.

The present paper can be extended as follows. For n > 2,
one can approximate the geometry-induced potential V (x) as
a Coulombic potential near the scattering region, where one
can attempt to figure out an analytical solution for the states
and the electronic spectrum. Following a different direction,
through the WE representation, we can propose the study of
electronic degrees of freedom on other minimal surfaces, such
as simply periodic minimal surfaces, k-noids, or Schwartzites
that are much more involved. In particular, for these surfaces,
it is found that the conformal factor A(r, ) depends intri-
cately on r and 0, so it is not possible to perform a separation
as in the case of Bour surfaces [56]. However, we can im-
plement traditional methods like the finite element to solve
the Dirac Eq. (17) to study other electronic properties like the
density of states, Kubo conductivity, etc.
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APPENDIX A: GREEN’S FUNCTION CALCULATION

Calculation of the one-dimensional Green’s function.
Let us start with the equation (E — vpoyp,)G(x,x', E) =
8(x — x’), where the momentum operator p, = —ihd,, and
let us recall that the dispersion relation is given by E =
+hvr|k|. Now, let us define the function go(x,x’, E) such
that G(x, x’, E) = (E + vroy py)go(x, X', E), thus it is not dif-
ficult to show that go(x, x’, E) satisfies the Green’s-Helmholtz
equation (/ivp)?(—92 + k?)go(x, x', E) = 8(x — x"). Now, the
solution of this equation is known to be [71]

1 Tkl |

~ 2i(hvr 1] ab

go(x, x',E)

APPENDIX B: CALCULATION OF THE HIGHER-ORDER BORN APPROXIMATION

1. Calculation of 7,,(p) terms

We start with the expression Eq. (42),

n—1
o1 (p) = (hop )™ @) Y oamed0U (p — q(”)(]_[ (g YormeSyomenU (g — q“”))

q,. .q®

X azvﬂ.(,fmmmg”)ﬁ(q(") — Ulkl),

=1

(BI)

where we have substituted the expression for type (a) Eq. (43) and type (b) Eq. (44). Taking advantage of the Kronecker deltas
Sm@mern, we can simplify the last expression as follows (note that each 27 cancels out with each 27 that appears in ﬁ >

" 0

n—1
Tu1 (p) = (hvpmy ' £, / (H dq—)ozl? (- q<”>< 6(g)o20 (g — q“*"))@(q“”)
=1

2

=1

X crgvu.gf/(q(”) — olk|).

(B2)
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FIG. 10. Contour curves I'1 and I'2 for the complex integrals in the z plane [Eq. (B4)] and in the ¢"~' plane [Eq. (B5)], respectively.

Now, we organize the integrals in the following nested structure:

dg®
2

Toe1(p) = (hopmy, Y £, / 020 (p — ¢)G(¢ UV (¢ ")0rv,0 (B3)

where U1 (g'1) is written in terms of 2/®)(¢®), and so on. In general, one has the following definition:

{+1
U“)(q“))z/d (e+1)

where £ =1,--- ,n—1and L{(”)(q(”)) = U(q(”) — olk|).
Next, let us proceed to calculate 4"~V (¢"~1). The integral involved in this quantity can be performed using complex
integration, replacing ¢ by the complex variable z,

O_ZU(q(Z) _ q(€+l))G(q(K+l))u(i+l)(q(1i+l)),

U =i [ L aiqr — 60 + kD), (B4)
r, 2mi
where we have put o = —1 since we have an initial left wave. The contour complex integration I"; is chosen as shown on the left
side of Fig. 10, since we exclude the points where the argument of the Fourier transform is zero. Note that U (0) = ffooo dxU (x)
is strictly divergent since U (x) is a long-range potential which for all Bour surfaces decay as 1/x. The Green’s function G(p) in
momentum space can be written as

G(p) = N k| + po1p
g [p — (k] + ie)][p + (k| +ie)]’

where = =+ represents the positive and negative energy states, and one can identify two poles at |k| 4 ie and —|k| — ie. Using
the Cauchy integral theorem, it is not difficult to show that

N i -
U (V) = [ (g" " — |k|)%U(2|k|)02[Pu,
F

where P, = %(1 + poy) is a projector. Now, to be transparent in the calculation, let us insert this result into the integration by
the ¢"~! variable, turning it out as

UG D) = [ 200(q" 2 — g D)B(g" )T (g — k) O 21k])oaPy.

Although the integration is similar to the previous one, it is convenient to perform the change of variable g~ — —g~ ! thus
the integration results in

U (=) = /

where U*(k) = U(—k) is the complex conjugate. Now, we proceed to calculate this integral again using complex integration as
in the previous integration. The result is the same except that P°,, changes by P_,,, that is,

dq(n—l)
2

~ o (= ne Dk in ~
02U (q" ™ + ¢ D)B(—q" )T *(¢" ])+|k|)hTU(2|k|)02[PM, (B5)
F

. 2
~ 1 ~
UGy =0q" ™ + |k|)(—hff ) |UQlkDI*o2P_ 02,
F
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where | -

| is the complex norm. Now, by an iterative process, one can conclude that

. n—1
U =0(q" + (- >"—‘|k|)<—h’:‘> BY,
F

where

l—I(n l)/z[llj(zlld)|202|P_M02[P//,]7

(m) _
B, =

U Q2lkDoaP,, 1972110 21k PorP_00P, ],

for n odd
(B6)
for n even.

Note that Eq. (B6) can be simplified further as a consequence of the following algebra: o,FP, = P_, 07, thus 0oP_,0,FP, =
Pu.oiP, = [P2 = P,. Using this algebra and the property [P = P, one obtains

1O 2IkDI"" P,

(n) _
[BN =

U QIkDIT 2lkDI" 0Py,

for n odd

for n even.

Now, we substitute 2/ (¢(!) inside the expression for 7,1 (p) in Eq. (B3). We proceed to perform the calculation for n odd
and even cases using the same strategy used to calculate the integrals on the variables ¢ and ¢"~!. Additionally, we use the
property P,v, = v, and o,v_,, = inv,. Thus, the result of the n + 1 — th term corresponds to the expressions in Eqs. (46)

and (47).

2. Calculation of C,,(x) terms

The starting point to calculate the terms C,4(x) corre-
sponds to the Fourier integral

d .
Co1 (x) = / LGt (p)

in the cases even n and odd n. For odd n, we use Eq. (46), make
the change of variable p — —p, and perform the complex in-
tegration using the contour I';. In contrast, for even n, we use
Eq. (47), and the complex integration is performed using the
contour I';. In this manner, we obtain the desired expressions
Egs. (49) and (50), respectively.

APPENDIX C: ALTERNATIVE SET OF LOCAL
COORDINATES

1. Cartesian coordinates

The metric of the space-time M written through the square
of the line element considered here is

ds* = —vlzpalt2 + A% (w)ldwl?, (CI)

where A2(w) is the conformal factor introduced above for the
minimal surfaces and |dw|*> = du® + dv*. The local indices,
in this case, can be split as o =, u, v. From the metric
Eq. (Cl), one can easily read 90 = vrdt, 0! = Adu, and
62 = Adv, from where one can extract the components of the
vielbeins eﬁ Now, from the Maurer-Cartan Eq. (1) and the

torsionless condition, one can obtain d6° = 0, and

dél+ﬁé1Aé2—0 (C2)
A2 o
2 A 1
db + 3 —0* A0 =0. (C3)

Now, from Eq. (C2) one can deduce a)(l) =0and a)% = %91 +
X672 for some local function X, whereas frgm Eq. (C3) one can
deduce that a)% =0 and w% = %92 + X0'. Now we use the

metric condition w®® = —w?4; thus one can determine X and

(

X, turning that the only nonzero components of the connection
one-form are

Ay

o = -0’ = Fel =0 (C4)
These components expressed in local coordinates are
given by w!*>=—w! =9,logA(w) and w)*=-w? =

—d, log A(a)) Consequently, the spin connection Qa is
given simply as @, =0, Q, = 58,] log A(w)o3, and 2, =
—30, log A(w)os.

Now we use all this information to write an explicit ex-
pression for the Dirac equation in these space-times. Denoting
the 2 + 1 Dirac spinor by ¥ and making the transformation
U=A"? @, we can show that the Dirac equation is given by

. hvp
iho,® = —IT(Ul 0,P + 0,0,P). (C5)

In the simplest case, when A = 1, the above equations cor-
respond to the Dirac equation in Minkowski’s space-time.
The Dirac equation in these coordinates u, v is particularly
useful when the conformal factor A depends on one of the
coordinates. Noticeably, Eq. (C5) is valid for any conformally
flat space metric [22].

2. Natural coordinates for the catenoid

In this section, we write the Dirac equation in the most
natural coordinates of the catenoid before considering the WE
representation Eq. (3). Indeed, let us consider the parametriza-
tion of the catenoid obtained from the 2m-rotation of the
catenary, that is,

X(z. 9) = —R(z)sing, 2), (Co)

where R(z) = Ry cosh(z/Ry), with R, the radius of the neck
of the catenoid, where z € (—o00, 0), and ¢ € [0, 27). The
metric square line, in this case, is given by

Z 1
ds* = R2 cosh? (R—O) (}T%dz2 + d(p2>. (C7)

(R(z)cos @,
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Clearly, one can identify the coordinates u — ¢ = z/Ry
and v — ¢, and the conformal factor A(w) — A(Z) =
Ro cosh(z/Ry). The expression Eq. (C5) is advantageous
since the conformal factor depends on one of the coordi-
nates. Further, it is convenient to define the following change
of variables: x = Ry sinh ¢, where x € (—00, 00), thus it is
not difficult to show that )\_1(;“)35 = 0,. Indeed, the Dirac
equation reduces to the equation found above Eq. (19),
iho,® = vpo p, D + vpan(x)ﬁpCD, where p, = —ihd, and
¢, = —ihd, are linear and angular momentum operators,
and the expected effective potential found above V(x) =
1/+/x* + R}. The connection between the natural coordinates
and the polar coordinates can be accomplished by using the
change of variable r = ¢° and identified ¢ — 0.

APPENDIX D: EXPLICIT PARAMETRIZATIONS

In this section, we show explicit parametrizations for the
catenoid, helicoid, B;-Bour, and the classical Enneper sur-
faces in polar coordinates (7, ¢), following Ref. [55]. For the
catenoid

a1 a1 .
X (r, ) = 5 ;—I—r c0s<p,5 ;—i—r sing, —a logr );

DD

for the helicoid

1 1
Xa(r, @) = <§(r — ;) sin g, g(r - ;) cos go;ﬁ(p),

(D2)
for the classical Enneper surface
3
X (r, @) = (r cos @ — 3 cos 3¢, —rsing
3
o, 2
— 3 sin 3¢, r* cos 2@), (D3)
and for the B-Bour surface
2
Xp(r, ) = <logr -3 cos2¢, —¢
2
-3 sin 2¢, 2r cos (p) . (D4)

Using these parametrizations, X., X;, X;, and X,, we have
drawn the surfaces inside Figs. 1, and 2, 4 with the help of
MATHEMATICA.
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